LA FILTRATION CANONIQUE DES O-MODULES p-DIVISIBLES.

par

Valentin Hernandez

Résumé. — In this article we associate to G, a truncated p-divisible O-module of given signa-
ture, where O is a finite unramified extension of Zy, a filtration of G by sub-O-modules under
the conditions that his Hasse p-invariant is smaller than an explicite bound. This filtration
generalise the one given when G is p-ordinary. The construction of the filtration relies on a
precise study of the cristalline periods of a p-divisible O-module. We then apply this result to
families of such groups, in particular to stricts neighbourhoods of the p-ordinary locus inside
some PEL Shimura varieties.

Résumé. — Dans cet article, & G un groupe p-divisible tronqué muni d’une action d’une
extension finie non ramifiée O de Zp, et de signature donnée, on associe sous une condition
explicite sur son p-invariant de Hasse, une filtration de G par des sous-O-modules qui étend la
filtration canonique lorsque G est j-ordinaire. La construction se fait en étudiant les périodes
cristallines des groupes p-divisibles avec action de O. On applique ensuite cela aux familles
de tels groupes, en particulier des voisinages stricts du lieu p-ordinaire dans des variétés de

Shimura PEL.
Table des matiéres

L Introduction. ....... ..o 2
2. Notations et mise en situation..................cooooiiiiiiiiiin.... 8
3. Invariants de Hasse ji-ordinaires, rappels........................... 10
4. Application de Hodge-Tate....................ooiiiiiiiiii. 13
5. Cristaux filtrés et suppression de périodes........................... 17
6. Filtration canonique de la p-torsion......................co il 37
7. Calculs de polygones de Harder-Narasihman........................ 43
8. Filtration canonique supérieure. ..............c.oooviiiiiiiininaen.. 49
9. Application aux familles............ .. ... ...l 58
Appendice A. Quelques calculs....................o 60

Classification mathématique par sujets (2000). — 11F33, 14G35, 14K10, 14105, 14G22.



2 VALENTIN HERNANDEZ

R EIENCES. .« vt e e 61

1. Introduction

1.1. Historique et énoncé. — En 1972, a la suite de I'introduction par Serre des formes
modulaires p-adiques, Katz dans [Kat73] introduit la notion de formes modulaires surcon-
vergentes. Ces derniéres, cas particulier des formes modulaires p-adiques de Serre, sont
des sections de fibrés automorphes sur des voisinages stricts du lieu ordinaire. Il est pos-
sible d’utiliser les formes surconvergentes pour interpoler les formes modulaires classique,
et ceci a des applications considérables en théorie des nombres.

Dans ce méme article, Katz, construit un opérateur compact sur 'ensemble des formes
surconvergentes en utilisant un théoréme de Lubin, sur I'existence d’un sous-groupe cano-
nique dans la p-torsion d’une courbe elliptique, & condition que celle-ci ait bonne réduc-
tion, et que son invariant de Hasse ne soit pas trop grand (cf. [Kat73] Theorem 3.1). Cet
opérateur compact est d’'une importance capitale dans la théorie des formes modulaires,
et a en particulier mené a la construction par Coleman et Mazur de la "Eigenvariety”,
[CM98].

La théorie du sous-groupe canonique de Lubin a depuis été généralisée a la torsion
des groupes p-divisibles (tronqués) dont I'invariant de Hasse n’est pas trop grand, en utili-
sant les travaux de nombreux auteurs, dont Andreatta-Gasbarri, Abbes-Mokrane, Conrad,
Tian, et Fargues, [Farll], qui démontre le théoréme suivant,

Théoreme 1.7 (Fargues). — Soit p > 3 un nombre premier, K/Q, une extension, et
G/ Spec(Of) un groupe p-divisible ironqué d’échelon r. Supposons que
1

Alors il existe un sous-groupe fini et plat C < G de degré r dim G — 19;:11 Ha(QG) tel que
C(O%) = (Z/p"Z)4 ™ CP)| que modulo p'~H(S), C coincide avec Ker F™ le noyau de Fro-
bénius iteré n-fois. De plus C' est un cran de la filtration de Harder-Narasihman de G ([Farl0])

et vérifie donc de nombreuses compatibilités.

De plus, a I'aide des filtrations de Harder-Narasihman, le théoréme précédent peut se
mettre en famille, par exemple sur des voisinages stricts du lieu ordinaire de variété de
Shimura. Le théoréme précédent est aussi valide pour p = 3 avec une borne un peu moins
précise, et il a été redemontré par Hattori, qui autorise p = 2 (et donne une meilleure
borne pour p = 3). Il a été aussi redémontré par Scholze d’une maniére différente a I’aide
du complexe cotangeant [Schl5].

Malheureusement le théoréme précédent ne s’applique pas sur de nombreuses varié-
tés de Shimura, comme toutes celles dont le lieu ordinaire est vide; dans ce cas, tous
les groupes p-divisibles qui apparaissent ont leur invariant de Hasse égal a 1. L'idée est
alors d’utiliser un autre invariant, 'invariant p-ordinaire tel que par exemple introduit
dans [GN13], voir aussi [KW14, Box15]| et [Herl5]. On utilisera la construction de [Herl5]
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puisqu’elle s’applique a notre situation (voir section 5.11). Soit alors O une extension fi-
nie non ramifiée de Z, de degré f, G un groupe p-divisible tronqué sur Ok, K une
extension valuée de @, muni d’une action de O qui permet d’associer & G une signa-
ture (pT,qT)TGHom(O’@p). La O-hauteur de G (définie comme celle de G[p]) est alors
h = hto(G) = pr + gr. On peut alors associer 2 G son degré (cf. [Farll]), mais aussi ses
degrés partiels,
deg, G = degwg, -,

ou l'on écrit wg = @, wa,~ et le degré d’'un O -module de la forme @Ll Ok /a;Ok
est >, v(a;) (normalisée par v(p) = 1). On peut aussi construire des filtrations de Harder-
Narasihman pour des schémas en (J-modules, en remplacant la fonction degré utilisée
dans [Farll], par, pour tout 7,

Deg‘r - deg(T T )

H'Mx

ou o est le relévement a O du Frobemus x — 2P. On note alors HN la filtration de
Harder-Narasihman construite a partir de la fonction Deg_. Notre théoréme principal est
- de maniére simplifiée - le suivant,

Théoreme 1.2. — On suppose que p > 4h et k = (f — 1) max, q,, pour simplifier. Pour tout

O-module p-divisible tronqué G d’échelon v + k sur Spec(O¢) (C = @p) comme précédemment.
vérifiant que,
1
pr(r—l) ’
alors il existe une filtration de G[p”| par des sous-O-modules finis et plats,
Fil.(G[p"]) = G[p'],

telle que Fil, (G[p"]) < Fil(G[p"]) si et seulement si pr < p. et Fil,(G[p"])(O¢) ~
(O/p"O)P~. Les degrés des sous-O-modules de la filtration sont alors controlés par,

"Ha(G) <

Deg, (Fil.(G[p"])) = r Z min(pT,pUiT)pf_i — —— Ha,(G).

i=1

En particulier ceux-ci sont "de grand degre Pour la p-torsion, on a la formule exacte,

Deg, (Fil.(G[p])) = Z min(p,, pi,)p’ " — Ha (G).
i=1
De plus, chaque Fil (G[p"]) est un cran de la filtration de Harder-Narasihman modifiée HN
de G[p"] (si v = 1 ce sont aussi des crans de la filtration de Harder-Narasihman de G[p]
introduite dans [Farl0)), cette filtration vérifie donc toutes les compatibilités classiques.
De plus, sir = nf, la combinaison linéaire,

K, ZFll p™] < Glp™],

oir, = |{r" € Hom(O,0¢) : ¢ < q;}|, déforme le noyau de Frobenius F™/, au sens oi
K, ®o. F, = Ker(F").
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En fait, dans les théorémes du texte on a des meilleurs constantes que celles annoncées
précedement. A cause de I'utilisation de I'invariant de Hasse p-ordinaire tel que décrit
dans [Herl5], on peut en fait prendre k = max{k, : 7 tels que ¢, # h} + 1 ou

ke = max(q- — g/, 0),

qui est relié a 'échelon de G et n’est nécéssaire que pour définir I'invariant de Hasse. On
peut probablement contourner ce probléme (i.e. avoir k¥ = 0) et n’utiliser qu’'un groupe
d’échelon 7 en modifiant un peu la construction de I'invariant de Hasse. Lhypothése sur p
est dans les fait moins restrictive. On doit tout d’abord supposer p > max{q, : ¢ # h}+1
pour appliquer le théoréme de Faltings [Fal99] - central dans notre construction. De plus,
et c’est un probléme technique, on doit supposer que pour tout 7 tel que ¢, ¢ {0,h}

p > 13_%} - ot K, < 1 est une constante (explicite) dépendant de la signature et de

7 - pour calculer les "degrés” des sous-groupes Fil, (G[p"]). Sous cette hypothése sur p,
on a alors une borne sur # Ha explicite, mais un peu différente de la borne du théoréme
précédent (un peu plus compliquée). Néanmoins si p > 4gq,, pour tout 7, cette borne
devient celle annoncée, d savoir 21)“%1)‘ Le théoréme précis est le théoréme 8.8.

Remarquons que I'on n’a malheureusement pas une formule pour les degrés partiels
deg,(G) individuellement, mais seulement la combinaison Deg_(G). C’est aussi le cas
dans la construction de Fargues lorsque le groupe a une action pour laquelle la signature
est paralléle. En effet, Fargues calcule deg(G) = > _deg_(G) et il ne semble pas possible
d’en déduire directement chacun des degrés partiels sans introduire d’autres invariants
(les invariants partiels, cf. [GK15] dans le cas Hilbert, [Bij15]). Mais on peut retrouver ce
résultat avec les combinaisons linéaires introduites, puisqu’alors il n’y a quun sous groupe
canonique, en utilisant les différentes combinaisons linéaires pour chaque 7. Dans un
travail paralléle aprés que l'on ait écrit cet article, Stéphane Bijakowski ([BIJa]) a introduit
de nouveaux degrés partiels en introduisant de nouvelles filtrations, qu’ils peut relier aux
degrés partiels deg,, ce qui ne semble pas possible a priori sur 'espace que 'on considére,
puisqu’on ne dispose pas d’assez de données.

Lautre restriction sur le nombre premier p est malheureusement indispensable sur notre
méthode afin de controler 'image de 'application de Hodge-Tate. Une restriction similaire
existe déja dans [Farll], qui exclue p = 2. Dans [Hatl4], Shin Hattori arrive & contourner
cette hypothése en utilisant les modules de Kisin, mais méme s’il est raisonnable d’adap-
ter cette méthode au cas d’une action, il ne nous semble pas clair comment controler
I'application de Hodge-Tate sans utiliser les périodes crystallines.

1.2. Construction de la filtration. — On commence par procéder localement (i.e. sur

Oc, C = @p) en étudiant finement lapplication de Hodge-Tate a. Dans le cas ou
G/ Spec(O¢) est un O-module p-divisible tronqué de signature (p;,q.), on peut dé-
composer son complexe conormal,

wgb = @ wap s

T
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ol les constituants sont de dimensions ¢.. On peut alors regarder 'application de Hodge-
Tate modifiée,

ag(p]
acp).- : Glp)(Oc) 55 wappp — wapp)o -

Lorsque G/ Spec(O¢) est un O-module p-divisible (non tronqué) p-ordinaire, on a montré
dans [Herl5] - en utilisant essentiellement les travaux de [SW13]- que G est explicite,

r

~ 04+1—qe

G~ H’C A ’
£=1

(on renvoie a [Herl5] ou a la sous-section 3.1 pour les notations) et on peut donc expli-
citement calculer la filtration de Harder-Narasihman de G, qui est donnée par les sous-
groupes,

(£+1) _q(f)
)

Fil; = [ [£T4,
=

et chacun de ces groupes correspond a certains plongements 7 (tous ceux tels que ¢, =
q7)). On peut alors explicitement calculer 'application de Hodge-Tate modifiée dans ce
cas, et remarquer que 1), Fil; = Ker ag , pour tout 7 tel que ¢, = q9.

Dans Fargues (i.e. dans le cas d’une signature paralléle) on pouvait alors utiliser les ré-
sultats sur "annulation de la cohomologie de la suite de Hodge-Tate pour en déduire qu’'un
certain noyau de o était un bon candidat pour étre le sous-groupe canonique. Néanmoins
dans notre cas cette stratégie n’est plus du tout suffisante, puisque 'application o, méme
pour un groupe p-divisible p-ordinaire, est loin d’étre surjective! I faut alors modifier
lapplication de Hodge-Tate par certaines périodes cristallines pour espérer controler son
image (et son noyau). En utilisant les résultats de Fatlings sur les Frobénius-cristaux filtrés,
[Fal99], et c’est le coeur technique de la construction, on peut alors prouver sous ’hypo-
thése sur # Ha que, quitte a réduire un petit peu, I'image de ag[y) - est de la taille espérée,
et donc que son noyau définit un sous-O-module fini et plat de O-hauteur p., Fil. (G[p]).
Les Frobénius cristaux étant des modules sur "anneau A.,;; de Fontaine, ’énoncé précé-
dent se raméne a des multiplications et divisions habiles par des périodes de modules de
Lubin-Tate t» dans A.,;s. Une fois que l'on controle 'application de Hodge-Tate, on peut
alors en déduire, grace a une méthode semblable a celle de [Farll], une formule sur les
degrés partiels de Fil, (G[p]).

On procéde ensuite par récurrence pour construire Fil (G[p"]) < G[p"], le point
technique étant de prouver que les sous-groupes ainsi construit sont effectivement des
crans de filtrations de type Harder-Narasihman, la difficulté étant principalement d’ordre
combinatoire et il faut controler les degrés de maniére plus précise que dans [Farll], ce
qui rend la preuve plus technique. On utilise alors de maniére centrale les propositions
élémentaires mais extrémement astucieuses introduites dans [Bijb] sur les degrés partiels,
que l'on rappelle en annexe. Notons aussi que Bijakowski dans [Bijb] démontre I’existence
d’une filtration canonique sur les variétés de Shimura (PEL) en niveau Iwahorique, et
la caractérise complétement en terme de "degrés partiels”, en utilisant uniquement les
propriétés du degré d’un schéma en groupes.
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1.3. Applications aux variétés de Shimura. — De la méme maniére que dans [Farll], on
peut utiliser les filtrations de Harder-Narasihman HN, pour mettre en famille les filtrations
précédentes sur un espace rigide /X, en particulier sur (des voisinages stricts du lieu p-
ordinaire) des variétés de Shimura PEL non ramifiées en p. En particulier le théoréme
précédent permet de construire un opérateur compact U, sur les formes surconvergentes
des variétés de Shimura (PEL non ramifiée en p) sans lieu ordinaire.

Soit D = (B, *,V, <,>) une donnée de Shimura PEL, que l'on suppose non ramifiée
en p (voir [VWI13] section 1.1). On peut alors associer a D et a un niveau K, un schéma X
sur Spec(Og), ou E/Q, est une extension finie, qui est un espace de module de variétés
abéliennes ([Kot92]). Soit A — X la variété abélienne universelle, elle est munie d’une
action de Op, un ordre dans I'algébre B. D’aprés I’hypothése sur p, Op ®z Z,, se scinde
en un produit (fini) d’algébres de matrices sur des entensions non ramifées de Z, et nous
permet d’écrire,

A=) =[] Al

ou chaque A[7*] est un groupe p-divisible muni d’une action de M, (Ok,), K;/Q, non
ramifiée. Par ’équivalence de Morita, on peut alors écrire,

A[Troo] = O}L(L Qo Gi,

ou G; est un Ok, -module p-divisible du type considéré précédemment, dont on note
(pt,qt) la signature. On a alors pour tout 4, une section d’un fibré en droite, * Ha(G;)
qui détermine un ouvert (dense) de X, le lieu p-ordinaire de G;. Lintersection de ces
ouverts est alors le lieu p-ordinaire de X g . Supposons maintenant que le groupe réductif
G associé a D a un modéle réductif G sur Z,, notons le niveau K = K?K,, ou K? est un
niveau hors p assez petit, et K, € G(Z,). On note P < G un sous-groupe parabolique,
determiné par les signatures (pi, ). On peut alors construire une suite décroissante de
sous-groupes de congruence, Py = K?G(Z,) et P,, = KPP, ,, ou

Py ={9€9(Zy) : g (mod p)"eP(Z/p"Z)},

On peut alors mettre en famille les résultats précédents (voir théoréme 9.1), et en déduire,

Théoreme 1.3. — Supposons que p est assez grand devant la signature (P, q%)r.i, au sens de
la section 9. Soit X 1,7 la variété rigide associée au schéma Xp, . Alors pour tout i, il existe une
constante explicite €', tel que sur Uouvert,

Xp, (en) = {a:engg : P Ha(Gy) (x) < €81,

il existe une filtration de A[p™] par des sous-groupes finis et plats de grands degrés qui étend la
Sfiltration canonique sur le liew j1-ordinaire. En particulier, on en déduit une section,

XPO (571) = XPn (En),

qui étend la section donnée sur le lieu ordinaire par la filtration canonique.
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1.4. O-modules stricts et applications futures. — Un cas particulier ou notre théoréme
s’applique est le cas des O-modules stricts de Faltings, ou la signature est donnée par
(d,h —d),(0,h),...,(0,h). Dans ce cas il y a un seul plongement intéressant (celui pour
lequel p, = d), et la filtration précédente est réduite & un cran. Le groupe dans le cas
pi-ordinaire est un produit de modules de Lubin-Tate L7 .

Bien que dans ce cas le théoréme de [Farll] ne s’applique pas, on pourrait probable-
ment appliquer sa démonstration en utilisant une théorie des cristaux pour les O-modules
stricts (i.e. utiliser V; le Verschiebung modifié de [Fal02] a la place du Verschiebung) et -
probablement - en déduire une version de notre théoréme avec une meilleure borne sur p
(et peut-étre ne pas réellement recourir aux résultats complets de [Fal99]).

On espére utiliser nos résultats pour construire des familles de formes modulaires sur-
convergentes propres pour les opérateurs de Hecke, dans la cohomologie cohérente des
variétés de Shimura PEL non ramifiée en p. On reviendra sur cette question dans un futur
proche.

L.5. Description de I’article. — Dans la section 2 on rappelle les notations classiques,
les polygones associés aux O-modules, ainsi que le cristal associé a de tels groupes. Dans
la section 3 on rappelle la construction des invariants de Hasse de [Herl)], ainsi que la
structure des O-modules p-divisibles pi-ordinaires. On explique ensuite pourquoi ceux-ci
sont munis d’une filtration "naturelle”.

La section 4 est consacrée a l'application de Hodge-Tate. Aprés 'avoir définie ainsi
que sa variante cristalline, on la calcule explicitement sur les groupes p-ordinaires, on
rappelle les résultats de Faltings et on explique la stratégie de l'article. La section 5 est
le coeur technique de Particle, qui détermine la structure de I'image de I'application de
Hodge-Tate. Elle est basée sur I'article de Faltings [Fal99], on y montre que 'image de
lapplication de Hodge-Tate contient suffisamment de périodes suivant la signature de G,
de telle sorte que I'on peut construire une application de Hodge-Tate divisée (en passant a
la puissance extérieure), et on relie 'image de cette application divisée (et de 'application
de départ) avec les invariants de Hasse partiels de [Herl5]. Dans la section 6 on construit
la filtration dans la p-torsion, et on calcule ses degrés partiels 4 la maniére de [Farll]. La
section 7 décrit de nouvelles filtrations de Harder-Narasihman, basées sur l'article [Farl0],
a l'aide de fonctions degrés "modifiées”. On donne aussi des conditions pour que des sous-
groupes de grand degrés soient des crans de ces filtrations. La section 8 est consacré au
théoréme général et utilise les constructions des sections précédentes. Un grande partie
de la démonstration est dédiée a des minorations de degrés, pour appliquer les résultats
de la section 7. On y prouve aussi que I'on peut construire des déformation de Frobénius
a l'aide de combinaisons linéaires des filtrations canoniques. Enfin, la section 9 traite la
mise en famille des filtrations précédentes.

1.6. Remerciements. — Je tiens 4 exprimer mes remerciements envers Laurent Fargues
et Vincent Pilloni pour m’avoir introduit a ce sujet ainsi que pour leur aides et leurs encou-
ragements tout au long de I’écriture de cet article. Je remercie aussi sincérement Stéphane
Bijakowski pour toutes les discussions intéressantes, ainsi que sa capacité a expliciter les
choses les plus abstraites. En particulier il me semble qu’il aurait été difficile de conclure
cet article sans les propositions de [Bijb].
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2. Notations et mise en situation

Soit O T'anneau des entiers d’une extension finie F' non ramifiée de Q,. Notons f =
[F : Qp]. On notera Z = Hom(F, C,) 'ensemble des plongements de F' dans C,, et on
utilisera communément la notation 7 pour ces plongements. On notera o le relévement de
Frobenius & F', qui induit une action transitive sur Z.

Soit X/ Spf(O¢) un schéma formel admissible (au sens de Raynaud). Soit G — X un
groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon r, muni d’une action de O, i.e. d’une injection,

O —> Endx(G).

On appellera un tel groupe p-divisible (tronqué ou non) un O-module p-divisible (tronqué
ou non). Notons wg = egﬂg/x le faisceau (dit conormal) localement libre sur X associé a
G. Cette action induit des décompositions,

wag = @wG’T et wgp = (—Dquﬂ
Tel TeL

et supposons que la signature de G soit donnée par (p:, ¢;)rez, Cest a dire,
pr = dimop, wa,r et ¢ =dimp, wgp ;-

Notons H la hauteur de G, elle est divisible par f, et notons h = £ =: hto(G). On a
alors pour tout 7,p, + ¢ = h.

|

Remarque 2.1 — Soit G/X un O-module p-divisible (tronqué ou non) de signature
(pr,qr)- et de O-hauteur h comme ci-dessus. Alors son dual de Cartier GP, lui aussi
muni d’une action de O, est aussi de O-hauteur h et sa signature est donc (¢, p:)--

Notons X la réduction de X modulo pOx, et notons toujours G —> X le changement
de base. Soit z = Spec(k) € X un point géométrique, et G, le groupe de Barsotti-Tate
tronqué associé au-dessus de x. Le cristal de Dieudonné de G, noté D(G,) =: D est un

W (k)/p"W (k)-module libre de rang H, muni d’une action de O qui induit,
D= @ DT7
T€T
telle que,
F:D,—D,, et V:Dyr — D.,.

On peut associer & G, deux polygones, le polygone de Newton,
1
Newto(Gy) = ?Newt(ID)T, v,

ot Newt (D, V/) est le polygone de Newton (convexe) associé au V7 -cristal (D, V) par
le théoréme de Dieudonné Manin.
On peut aussi associer & G, son polygone de Hodge,

Higo(G,) = ) Hde, (G,

TeL

ou Hdg_ (G,) est le polygone de pente 0 sur [0, g,] et de pente 1 sur [g¢r, f].
On a alors la proposition classique, voir [RR96], voir aussi [Herl5] section 3.
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Proposition 2.2. — Le polygone de Newton Newto(G,) est au-dessus du polygone de Hodge
Hdgy(G.,), et ils ont mémes points terminaux.

Figure 1. Exemple de polygones de Hodge et Newton dans le cas de O = Z,»

Hdge
— Newto
J qu q7'2 h/
Remarque 2.3. — On peut aussi définir Newty, et Hdgg, leurs analogues concaves évi-

dents.

Ces polygones induisent des fonctions, si on note P ’espace des polygones convexes,
a abscisses de rupture dans %Z, définis sur [0, hto(G[p])], muni de la topologie de la
convergence uniforme,
Newtp, Hdg, @ | X| — P.
Notons X" la fibre rigide au sens de Raynaud de X, on a une application de spécialisation,
sp: X9 — X,

qui nous permet de définir les applications Newto et Hdgy, sur |X"%|. Ces applications
sont semi-continues vers I'espace P.

Définition 2.4. — Le lieu p-ordinaire de X, noté Y“_()Td, est Pensemble des z € X tels
que Newto(r) = Hdgy (). On définit X7%9#~°rd par sp_l(yuford).

Remarque 2.5. — Ici et plus généralement dans tout le texte, on utilisera 4+ comme une
simple notation, c’est a dire qu’elle ne fait référence (méme si cela ne se voit pas sur la
notation) qu’a O et pas a la signature. Bien stir étre y-ordinaire au sens précédent pour un
groupe p-divisible dépend de I'action considérée, et de sa signature pour cette action, mais
celles-ci seront en général fixés dans tout le texte. Dans le cas ot X provient d’'une donnée
de Shimura PEL, alors il est associé a cette donnée un certain cocaractére y, qui dépend de
la donnée, mais aussi de la signature (fixée par la condition de Kottwitz), et historiquement
étre p-ordinaire pour un point de cette variété de Shimura est une définition relative a ce
cocaractére. Néanmoins ici étre p-ordinaire ne dépend que de I'action de O (qui est la
méme partout) et de la signature du groupe, mais on fera un abus de notation et on dira
p-ordinaire méme lorsque la signature varie. Une meilleure notation serait de dire O-
ordinaire, mais il semble plus simple de garder des notations que tout le monde connait.
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3. Invariants de Hasse yi-ordinaires, rappels

Soit S un schéma sur lequel pOg = 0. Soit G un groupe p-divisible sur S' tronqué
d’échelon r, tel que r > k. = >, max(0,¢; — ¢r) pour un 7 € Z fixé (respectivement
r > max, k;). Alors on a construit dans [Herl5] (cf. aussi [GN13] dans le cas des variétés
de Shimura) un invariant de Hasse partiel Ha, (respectivement, un invariant de Hasse
p-ordinaire /fﬁ?i), tels que i Ha est le produit des invariants de Hasse partiels Ha.,.

Définition 3.1 — Supposons donné une collection (p., ¢;),cz. Pour tout s€ Gal(Q,/Q,),
s agit sur (pr, ¢ ) par,

S - (p'rv(JT)‘r = (pS'rv qST)T‘
On note E la plus petite extension (Galoisienne) de Q,, qui fixe (p-, ¢; ), que 'on appellera

corps reflex (associé a la signature (pr,q,).), et parfois corps reflex local, si l'on veut
marquer la différence avec les corps reflex des variétés de Shimura.

On note kg le corps résiduel de E. Le champ qui classifie les groupes de Barsotti-Tate
tronqué d’échelon  munis d’une action de O est un champ lisse sur Op, cf [Wed01] (il
descend d’ailleurs a Z,). La condition qui fixe la signature en détermine une composante

connexe, que Pon note BT 9*P~97) / Spec(Og). On a alors d’aprés [Herl5] la construction
suivante,

Théoreme 3.2. — Soit BT P79 | Spec(kg) le champ modulo p des groupes p-divisibles
tronqués d’échelon v, muni d’une action de O, de signature (p., q;), et G le O -module universel.
Alors pour T € L tel que r > k., il existe sur Uextension des scalaires,

BT O #m7) » Spec(F,),
une section du fibré inversible universel det(wguﬁ)@(pf_l),
Ha, e HO(BT O (707, det(wgp)7)®(pf_1)),

telle que si xe BT Pra7) x Spec(F,)(k), correspond @ G/ Spec(k), alors o*Ha, est inver-
sible si et seulement si Newto (G) et Hdgn (G) ont un point de contact en Uabscisse q.
Les sections, pour ¢ = qr €N tels quer > k-,

I:I\‘:iq = & ﬁE;EHO(BTf?’(pT’QT)XSpEC(E), & det(wGD,T,)®(pf—1))’

T'q,=q T':q1=q
redescendent en une section sur BTSP797) / Spec(k ) du faisceau,
det(wGD,q)®(pf_1),
0l wep g = D,y _, WGP 7, @ priori sur BT O #=7) /Spec(F,), redescend a k.
Sir > max, kr, il existe aussi sur BT P97 xSpec(k ) une section de det(wgp)®(”f_1),
i Hae HO(BT W47 det(wgn ) BF D),

telle que pour tout z.€ BT P97 (E), correspondant  G/k, G est p-ordinaire si et seulement
si x*1 Ha est inversible.
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De plus, les sections IfI?L:,I-fI\a; et " Ha sont des diviseurs de Cartier sur BTE:prar)
Spec(kg) (Spec(kr) pour Ha.), ils sont compatibles aux changements de bases, et @ la dualité,
c’est d dire,

I:ET(G) = I:I\éT(GD),VT tels que r > max(k,, kP = Zmax(O,pT —pr),d = ZPT')‘

De plus, si on a un scindage de G, G = H x H', qui induit un contact Hodge-Newton en un
point de rupture du polygone de Newton, alors,

Ha (@) = Ha, (H) ® Ha, (H'), ¥7 € 7.

On déduit du théoréme précédent, que pour tout groupe de Barsotti-Tate G/S tronqué
d’échelon r suffisamment grand, sur une base .S de caractéristique p, on peut par tirée en
arriére lui associer des invariants de Hasse partiels, et un p-invariant de Hasse.

Remarque 3.3. — Méme si étre p-ordinaire ne dépend que de la p-torsion (cf [Moo04]),
on ne sait construire # Ha que pour un O-module p-divisible tronqué d’échelon supérieur
a max, k; + 1. On ne sait pas non plus si I'invariant »Ha ne dépend que de la p-torsion,
mais on espére résoudre ce probléme dans un futur proche. Notons que c’est le cas pour
les invariants construits par [KW14, GK15], et [Box15] puisqu’ils sont construit sur les
champ des G-Zip et sur les strates d’Ekedahl-Oort respectivement, et que ces derniers ne
dépendent "que de la p-torsion” des groupes de Barsotti-Tate.

Définition 3.4. — Dans le cas on on a un O-module G/Ok avec K une extension de Q,,
comme les faisceaux wgp -, wep 4 sont localement libres, on identifiera librement les in-

variants précédents Ha, Ha,, et # Ha, avec leur valuation (dans v(K)) notée Ha,, Ha,, et
# Ha, qui ne dépendent pas d’un choix d’une base du déterminant des différents faisceaux.

On a alors le résultat classique suivant,

Théoreme 3.5. — (Wedhorn, [Wed99)) Soit X la fibre spéciale d’une variété de Shimura PEL

non ramifiée en p, alors,
D G {re X : *Ha(z) = 0},

est un ouvert dense.

3.1. O-modules de Lubin-Tate, groupes p-divisible y-ordinaire. —

Définition 3.6. — Soit A < T un ensemble de plongements. Alors il existe sur O un
groupe p-divisible L7 4 muni d’une action de O tel que,

hto(LT 4) =1, et p, = 1sietseulement si 7€ A.

Le display de LT 4 est donné par produit tensoriel de celui de L7, les O-modules (stricts)

de Lubin-Tate, pour 7€ A. De plus, un tel module sur ZI’? = W (F,) est unique.

On a alors le résultat de structure suivant sur O¢ ([Herl5], un résultat similaire sur F,
est obtenu dans [Moo04]),
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Proposition 3.7. — Soit G/O¢c un O-module p-divisible (non tronqué) de signature (pr, qr).
Notons,

{q‘rvTEI} = {q(l) << q(r)}’ q(o) = O,Q(TH) = h.

Alors G est p-ordinaire si et seulement si,

T
(1+1) ()]
— q —q
a=1cTy, :

=0

o Ay = {1€T : q; < q}. Les (A)) forment une suite strictement croissante.

Remarque 3.8 — Si A & A’ et A & A, alors LT 4 x LT 4 n’est pas p-ordinaire,
alors que chacun des facteurs l’est (ces trois groupes ont des signatures différentes)... Cet
exemple montre bien l'utilité de la notation p-ordinaire, c’est-a-dire du fait qu’elle ne fait
pas référence a la signature.

Exemple 3.9. — Si O = Z,» et T = {11, 72}, et ¢r, < ¢y, alors "le" groupe p-divisible
p-ordinaire sur O¢ est donné par,

(Qp/Zy ®z, O)Im2 x LT3 12 X (pe @z, O)F71.

Rappelons les résultats de Mantovan-Viehmann [MV10] et X.Shen [Shel2] (cf. aussi
[Moo04]),

Théoreme 3.10. — Soit G/Oc un groupe p-divisible muni d’une action de O, K une extension
de Q. Soit G/krc sa réduction et supposons que Newto(G) et Hdgy(G) ont un point de

rupture en l'abscisse t qui est aussi une abscisse de rupture pour Newto(G), alors il existe un
unique scindage de G sur Ky,
G = Hy x Hy,

oi Hi, Hy sont des O -modules p-divisibles de hauteurst et h — t respectivement, tels que leurs
polygones de Newton et Hodge soient ceux de G entre O et t et entre t et h respectivement. De
plus, si G est modulaire (automatique si K est un corps p-adique ou KK = C), alors il existe un
unique 0 ¢ Hy < G O-module p-divisible sur Oy qui reléve Ho, et G/Hy reléve Hy. Si de
plus G est polarisé, il y a une compatibilité a la polarisation.

On en déduit en particulier,

Corollaire 3.71. — Soit G/O un groupe p-divisible modulaire T -ordinaire, i.e. Ha, (G) = 0,
alors il existe un sous-O-module p-divisible de G de hauteur p,. Si de plus G est j-ordinaire, il
existe une filtration "canonique” de G,

OCH1CH2C~'~CHTZG,
oil H; est un O-module p-divisible de hauteur h — ¢ =",

Remarque 3.12. — Grice au travail de Scholze et Weinstein dans [SW13], et en utilisant
la théorie des filtrations de Harder-Narasihman de [FarlO] (déja utilisée dans [Shel2]) on
peut désormais enlever ’hypothése "modulaire” des énoncés précédents.
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Donc par exemple, sur le lieu p-ordinaire d’une variété de Shimura X (PEL et non
ramifiée en p), le groupe p-divisible universel posséde une filtration canonique, qui dans le
cas ou le lieu ordinaire est non-vide, redonne simplement le sous-groupe canonique, i.e.
la partie multiplicative. On voudrait étendre I'existence de cette filtration canonique a un
voisinage strict du lieu p-ordinaire dans X"*. Pour cela on procéde comme dans [Farll],
en étudiant tout d’abord I’application de Hodge-Tate.

4. Application de Hodge-Tate
4.1. Noyau de I’application de Hodge-Tate. —
Définition 4.1. — Soit G/O un schéma en groupes, K /Q,,. Son application de Hodge-
Tate, entre faisceaux fppf sur O, est
Qe G - Wab
“ (p:GP —GCn) — o9,
ou l'on a identifié les faisceaux fppf G et Hom(QD, G,,)-

Remarque 4.2. — Si G est muni d’une action de O, alors wgp aussi, et ag est O-
équivariante.

On utilisera maintenant la notation cig pour ses Oz-points.

Exemple 4.3. — Soit G/Ok un schéma en groupe de Raynaud, [Ray74], associé a la
donnée (7;,0i)eq1,...,f} OO, pour tout 7, ¥;0; = w, une constante universelle de valuation
p-adique 1, c’est a dire,

1761 — y —
G = GO = Spec(Ok[X;,i=1... f]/(le _ ’Yz‘+1Xz'+1))’

avec la (co-)multiplication est explicite, donnée par le corollaire 1.5.1 de [Ray74]. On a
alors,

GP = g,

On peut donc calculer explicitement,

f
wagb = @OK/&dXZ,

i=1
et un Ox-point de G est donné par une collection (z;); € (Oz) {1/} telle que,
T} = Vit1Tit1-
Lapplication de Hodge-Tate est alors donnée par,

. GOg) —  wen®o, Og

Retournons au cas pi-ordinaire. Soit G/O¢ un O-module p-divisible p-ordinaire, donc
de la forme,

(41 _ g0

a=[lcry ",
=0
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on Ay = {T€Z : q. < ¢W}. Soit 7 un plongement de O dans O, alors comme G est
p-ordinaire, les théorémes de Shen et Mantovan-Viehmann (3.10) prédisent ’existence d’un
sous-groupe p-divisible, qui correspond a,

(+1) _
= [lema
=l
o ¢; = ¢"). Or si on regarde 'application de Hodge-Tate modifiée comme suit,
ag
ag,r TG —> wgp — wgp .,
alors son noyau correspond exactement au module de Tate de,
NS
[]cTe,
=1,
De plus, un tel produit est rationnel, c’est-a-dire que si G/Ok, alors Ker ag,, est aussi

défini sur O. On en déduit directement la proposition suivante,

Proposition 4.4. — Soit G — X un O-module p-divisible. Sur le lieu j1-ordinaire, la filtra-
tion canonique est donnée par les noyaux Ker oG -, lorsque T varie parmi les plongements de O
dans O¢.

On va essayer de déformer ces applications de Hodge-Tate ag , sur des voisinages
stricts du lieu p-ordinaire afin que leurs noyaux déforment la filtration canonique.

Définition 4.5. — Soit M un Ok -module, K /Q,. On note, pour tout c€v(K),
M. =M ® Ok/(p°).
Soit G/Ok un O-module p-divisible tronqué. Supposons K/O[1/p]. On définit I'applica-

tion ag ¢ par,

ag,r
ag,re: G(Og) =3 wep ; = WED 1 e

Proposition 4.6. — Soit G/Oc un O-module de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, de signa-
ture (pr, qr ). Soit e€v(C) tel que p%l < e < 1, alors,

dimyp , Kerag . < pr.
p

Démonstration. — La démonstration est identique a [Farll], proposition 9. On a que
wgp » =~ (Oc/pOc)i™. Donc si 6 € O¢ est de Valuatlon L =7, 0wgp 7. est un O e— i

module libre de rang ¢,. Or d’aprés le théoréme 3 de [Farll] sur annulation de la coho-
mologie de la suite de Hodge-Tate,

dwep e < Oc1 ®]pr Im(ag re)-

Or Oc,1Im(ag,7.) est de présentation finie (comme sous-module de type fini de weo .
qui est libre), et donc dwep ;. est engendré par moins d’éléments que Oc 1 Im(ag 7.¢),
Clest-a-dire que dim]pr Im(ag,-c), et done,

< dirn]ppf Im (oG re)- O
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On voudrait trouver un £ > zﬁ qui nous assure que Ker(ag, ) est exactement
de hauteur p,, malheureusement la méthode utilisée dans [Farll] ne peut pas s’adapter
directement, puisqu'on ne veut plus relier ce noyau a Ha(G), qui est, sur les des variétés
(e.g. de Shimura) sans lieu ordinaire, identiquement 1 (c’est-a-dire que la section ﬁé(G) est
identiquement nulle). Introduisons le relévement cristallin de I'application de Hodge-Tate,

introduit par exemple dans [Farll], section 5.1.2.

4.2. Application de Hodge-Tate cristalline. — Soit S un schéma, et G un S-schéma
en groupes, fini localement libre. Supposons p localement nilpotent sur S, et que S est
un X-schéma, ou X le spectre d’un anneau p-adiquement complet sans p-torsion. pOsy, est
muni de puissances divisées et on s’intéresse a Cris(S/X), le gros site cristallin fppf de
S/%. Posons,
D(G) = Ext' (G, Ogyx),

le cristal de Dieudonné covariant de GG. Notons Jg/s I'idéal de Og/x, et plagons nous
dans la catégorie dérivée des faisceaux en groupes abéliens de Cris(S/X), D(S/X). Alors
d’aprés [Farll], section 5.11, on a une application dans D(S/),

ad’ G — D(G).
Celle-ci s’inscrit aprés évaluation sur I’épaississement tautologique, dans le diagramme,

(oG ™)

G D(G)s

wgp = 5$t1(GD, jg/g)s

et reléve donc 'application de Hodge-Tate a(.

Soit de plus (U, T, d) un ouvert de Cris(S/X). Soit I I'idéal noyau de ~ : O — Oy.
Notons £ = D(G)(,r,5)- On a un morphisme, weoxy = wer ®ogs Ov — E/IE, et
notons Fil&, la préimage de Im(wgp gy —> E/IE) par € — E/IE, auquel on pense
comme un relévement de la filtration de Hodge. Alors on a la factorisation,

ag,wrs) : GU) — FilE c €.

Si de plus sur (U, T, 0) il existe ¢ : T —> T qui reléve le Frobénius de Uy = U x g Sy,

et qui commute aux puissances divisées de Uy dans T, alors on a un isomorphisme,
(F)wrs = ¢*(Furs)):
pour tout cristal en Og/5;-modules F (on utilise implicitement I’équivalence entre cristaux
de Og,/»-modules et Og/s.-modules). Dans ce cas, le morphisme de Verschiebung,
V:D(G) — D(G)P),
permet d’écrire plus précisément,
Im((a&™)@wr,5) < {zeFIE: Ve =z ®1}.
Supposons maintenant que S = Spec(Ok ), et G est un groupe plat fini sur Ok. Notons

Sy = Spec(Ok /pOrk), Go = G x Sy, S = Spec((’)?), So = Spec(Oz/pO7z), et enfin
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¥ = Spec(Zyp). Le morphisme ¢ : Oz —> Og est surjectif, donc Cris(Sp/) posséde
un objet initial, 'épaississement,

6
Acris — O% - Of/pof

Acris est muni de puissances divisées, relativement a ker §, d’un Frobenius cristallin, et
d’une action de Gal(K/K). On peut alors évaluer D(G) sur (So, Spec Aeris),
E = HO(Si(J/Ev D(GO)) = lir_nD(GO)(Acris/pnAm'isA»Of/pof)'
n

C’est un A.,;s-module (et méme un A..;s/p" Acris-module libre si G est un Barsotti-Tate
tronqué de rang 7), muni d'un Verschiebung A.,;s-linéaire,

V:E—E®u., pAcis = E®,
et d’un Frobenius A.,;s-linéaire,
F:EQ®a,,,. o Awis=E¥Y — E.

On peut définir 'application que 'on notera encore ag*®, comme la composée,

G(0g) — G(Ox/pO%) 6 Gospeedene)
qui a son image dans {z€Fil E : Vo = 2 ® 1}, et Fil F est la préimage de la filtration de
Hodge par 6.
Si G est un groupe de Barsotti-Tate, les constructions précédentes, pour G[p"], in-
duisent, '
ag*® : T,G — Fil E.
On peut définir  : E — F qui est (Aqpis, ¢)-linéaire, par ®(2) = F(2®1). Lapplication
ad® se factorise alors par
(Fil E)®=P.
On a alors le théoréme suivant da a Faltings,
Théoreme 4.7 (Faltings [Fal99], cf. [Farll] Théoréme 1, [Chel5] Théoréme 4.1)
Soit p # 2 et G/Ok un groupe p-divisible.
1. L'application de Hodge-Tate induit un isomorphisme,
als . T,G > (FilE)*=P.
2. Sionfiltre E parFil™' E = E.Fil"E = FilE et
Fil' E = Fil' A.,;, FilE + Fil'™' A, F,
alors on a des inclusions,
tk < TpG Xz, Aeris € E,
strictement compatibles aux filtrations (on Fil' T G ®z, Acris = TG ® Fil® Agyis).

Remarque 4.8. — La preuve (dont on rappelle une esquisse a la section suivante dans un
cadre legerement plus général) se fait par étude de la p-torsion puis relévement au BT
complet G. En particulier, si G est un BT,

Al . G(Og) > Fil(E/pE)»®=4,
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4.3. Stratégie. — Lapplication ¢ réduit Fil E' sur wgp ® Oy, et donc pour calculer la
dimension de 'image de a¢ ., il suffit de calculer celle de I'image de la réduction modulo
0 de (Fil E/p=E)»®=1d.

Rappelons que l'on voudrait, pour G un O-module de Barsotti-Tate sur O, sous une
certaine hypothése sur Ha, (G), trouver un ¢ tel que le noyau de ag ;- soit de dimension
Pr-

Dans le cas d’un lieu ordinaire non vide, cf. [Farll], on peut remarquer que I'image de
ozgi; se réduit par ¢ dans (wgppp @ O7)V=14®1 et une méthode de Newton classique
(déja dans [AGO7], et sous la forme d’un lemme de Elkik dans [Farll]), permet quitte a
réduire modulo p' ~Ha(G) de majorer la dimension de I'image de a. Dans notre cas, on

décompose le cristal E de G,
E= @E'm

et V est o~ -linéaire: V : B, —> E((;QIT. On considére alors I'application,
O‘g[i;]; : G[p](of) - E/pE - E‘r/pE'm
vi=id®1

Glp)P,r
(s’il n’y a pas de lieu ordinaire), on ne peut donc pas appliquer de méthode de Newton.

et sa réduction modulo # arrive dans w , seulement le déterminant de V7 est nul

Pour contourner cela il faut ruser et essayer d’appliquer la méthode de Newton a IzIVaT,
a la place de V' ou v/, qui est construit comme pk%Vf sur un "relévement du cristal”, et
dont le déterminant donne Ha,(G). Malheureusement pour relier o - & I:E%T, il faudrait

que I'image de a@t’? arrive non pas dans
,

Im ({z€E: ¢z = pz} — {zeE, : ®/a = pla}),

mais dans

(zeE, :Vizg =p2®1} =" {2cE, :Ha,z =2 ®1}7.

Seulement voila, I:BT n’existe pas sur E, mais sur /\q’ E ., voir section 5.1, et les solu-
tions de V2 = p*72 ® 1 sont (probablement) beaucoup trop petites si on ne passe pas a
la puissance extérieure.

Lidée est alors de remarquer que, pour € < 1,

ar
(dimef Ker agppy,re = p7> = (dimef Im agpp),re < qT) = (rgW(pr)/qusW(pr) Irn/\ogquTE < 1) ,

ot le rang est le nombre minimal de générateurs du module Im A?" a7 4. (qui nest
pas libre). Et d’essayer de majorer le rang de Im A" QG r.q.2, €n fonction de Ha, (G).

5. Cristaux filtrés et suppression de périodes

Dans toute cette section, on considére G un O-module p-divisible (non tronqué) sur O,
de signature (p,,q,), et de O-hauteur h = p, + ¢,. Son cristal £ := H°(Sy/%,D(Gy))
estun A..s ®z, O = [, Acris-module, et se scinde donc,

E=QE,.
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Proposition 5.1. — Soit M un Ry x Rg-module. Alors M ~ M, ® Ms, avec My un R, -
module, Ms un Ro-module. On a alors Uégalité,

n n n
AN\ M=/ A\Meo M.
Rix Ry Ry Ry

Démonstration. — Soit e; = (1,0) € Ry x Rg et e = (0,1), on pose M7 = e1 M et
My = ea M, comme e + e2 = 1 et ejea = 0, M = My @ M. 1l suffit alors de remarquer
que,

M ®p,xr, M = (M1 ® M) ®r, xr, (M1 @ M)
=M1 ®r,xry M1 ® M Qr,xr, Mo ® Mz ®p, xr, M1® Mz ®r, xr, M2,

et que M1 ®pr, xr, Mo = e1M @R, xr, €2M = e1e2M @M = 0. De méme pour Mo @ M,
et M1 ®r, xr, M1 = M; ®g, M. Le résultat s’en déduit. O

5.1. Rappels sur A.,;;.— La construction suivante est due a Fontaine [Fon77], voir aussi
[Chel5], section 2. Soit C' = Q,, et,

b I _ .
O¢ = 1im(O¢/p) = lim (O¢).
Frob TP
Considérons ’anneau des vecteurs de Witt, W((’)bc), muni d’un Frobenius et d’une fléche
"premiére coordonnée”,

6:W(0L) — O — Oc.
Complétons alors Penveloppe a puissances divisées de (W (O%), ker 0) pour la topologie

ker #-adique, on obtient donc 'anneau A.,;s, muni d’un Frobénius ¢, d’une filtration
(Fil" Acris)icz et d’une application,

0: Acm’s - OC-
La filtration vérifie que Fil' Aepis = Acris pour tout ¢ < 0, Fil' A5 = ker 6 et
Fil' Agpis Fit Aepis © Fil'™7 Ay,

mais I'inclusion est stricte en général. On a une inclusion Z;” = W(E) c Agpis. 1l existe
un élément ¢ dans A..;s (bien définie a un élément de Z pres) tel que ¢ € Fil' A et
vérifie ¢(t) = pt. En fait, on a (Fil' A..;5)?=P = tZ,, ce qui explique le choix dans la
définition de ¢ (c’est le module de Tate du groupe multiplicatif). Pour chaque choix de
7€ Hom(F,C) = Z, il existe un élément ¢, € A.;s, bien défini 4 un élément de Z;f (i-e.
une racine p/ — 1-iéme) prés. Cet élément ¢, est une "période” du groupe de Lubin-Tate
LT ., et on en donnera une explication dans la section suivante. Etant fixé Iapplication
0 précédente, et donc la filtration de A.,;s, seul un des (¢,), appartient a Fil' A, s, les
autres sont dans A5 ~Fil' A,

Notons 7 le plongement correspondant et tp ce ¢,. Cela vient du fait que si 'on compose
a droite 0 par ¢ un autormophisme de Oc, on change I'application 6, et donc son noyau
et donc change ¢». On peut construire directement ¢ a partir d'un module de Lubin-Tate,
voir section 5.4.
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Les autres t,i, s’en déduisent par, pour i€{1,..., f — 1},
1 .
tyir = f@l(t@).
o°'T p

A partir de maintenant on oublie la notation ¢,, et on garde seulement ¢ et ses composées
par Frobénius. Ceci a le mérite de ne plus dépendre d’aucun choix, si ce n’est uniquement
du choix de 0, qui est fixé partout désormais. Notons que, parallélement au fait que le
caractére cyclotomique soit un produit de caractéres de Lubin-Tate, on a I’égalité suivante,
a un inversible dans Z; prés,

f711 .
t=to || =¢'(to).
i=1 p

D’aprés [FGLO8] proposition C.2.8 p 126, pour tout ¢ € {1,...,f — 1}, I'image de
%@Z (t(’)) dans GTOACT"iS = Acris/Fill Acris g Oc est de valuation,

i
pf =1
et 'image de {» dans Gr! Appis, aprés un choix d’un isomorphisme de Gr! A, ;s avec
Oc, est de valuation (qui ne dépend pas de ce choix),
1
pl =1
De ces valuation et I’équation précédente on retrouve le fait classique que 'image de ¢

dans Gr! A, est de valuation

p—1-
Remarque 5.2. — On peut aussi retrouver ces valuation, en considérant la p-torsion des
LT -, pour 7 € Z, celle-ci est alors un schéma en groupes de type (p,...,p) au sens de

Raynaud, et donc on peut retrouver ces valuation (qui sont les valuation de I'image de
certains éléments par g7 ) grace a 'exemple 4.3 et au théoréme de Faltings.

5.2. Le cristal A. — Dans cette section on fixe un 7 tel que ¢, ¢ {0, h} et on va s’inté-
resser a,
q- q-
- A @A
Acris®z, 0 T
Rappelons que l'on a noté¢ f = [O : Z,]. Pour plus de simplicité, notons désormais

A= Acris, ¢ + A —> A le frobénius de A, ® : E — E le frobénius de E qui est
(A, p)-linéaire, on garde la notation ® pour la puissance extérieure ¢-iéme de ® sur A,
et A, = A" E,.. Rappelons que ® : £,/ —> Ey.s et donc ® : A,y —> A, ot o est le
Frobénius de O.

On a la Z-filtration de E donnée par,

‘ FE sit < —1
Fil' E = ‘ FilE sii =0
Fill A-FilE+Fil'"" A E sii>1
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Elle induit une Z/-filtration sur A par,

Fil*A = PFil* A, acZf,

ot
_ ' ar
Fil* A, = Im D Fil" B ® - @Fil's B — /\ B
iy ig
11+ iy, = Qg
En particulier, pour tout ¢ < —¢r = (—¢7,...,—¢7),

Fil*A = A.
Limage de a%* est incluse dans les x € E qui vérifient I'équation ® = p et donc 'image
de l'application,

ar -
N\ag™: NT,G— A,
est incluse dans Fil A et méme dans,

{zeFil’ A : dz = pP z}.

Et donc 'image de l'application A% a&® est incluse dans,

{zeFil® A, : (@f)‘ATx =ploz}.

5.3. Changement d’équation.— II faut penser a I’équation
(q’f)lAf _ pqu7

comme se réduisant dans A7 wgp » = detwgp ; sur I'équation V! = id®1. Or pour
utiliser une méthode de Newton sur det wgo , que 'on pourrait relier a Ha. (G), il faudrait
une équation qui se réduise sur I:EBLT = id®1 Cest a dire VI = ka id®1 sur A., par
exemple ®f = pfar—Fr

Comment passer de (&), = p/% a (®/),_ = p/977""? Dans A, on a la période ¢
qui vérifie ¢(t) = pt donc, si s < r et x€ A vérifient,

p(t*r) = p"(t°x),

alors comme A est sans ¢-torsion, on en déduit que z€ A vérifie,

o(x) =p"°x.
Autrement dit, quitte a diviser par la période ¢ (et pour nous plus exactement on divisera
par to et les autres périodes de Lubin-Tate), on peut modifier la puissance de p des
équations qui apparaissent naturellement sur le cristal.
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5.4. Cas des O-modules de Lubin-Tate. — Donnons I'exemple de la stratégie de mo-
dification de ’équation dans le cas des O-modules de Lubin-Tate.

Soit 7 : F' — C, et G = LT ; le O-module de Lubin-Tate (sur O¢ disons) associé a 7.
Il est de hauteur f et dimension 1. On a ¢, = 0 et pour tout 7’/ # 7, ¢, = 1. Indexons les
plongements par {0, ..., f} de telle maniére que 7 corresponde a 0 et o7 corresponde a
i. On peut calculer explicitement son cristal :

f—-1
E = Aeo® P Ae;,
=1
f—1
Fil E = Fil' dey ® P Ae;,
i=1

et le Frobénius ® est donné par
e; sit#1
@61;1 = { peé . ”
er  sinon.

D’aprés le théoréme de Faltings, on sait que (Fil E)®=P est de hauteur f sur Z,, c’est
méme un O-module de dimension 1. De plus, par définition de tp, on a un isomorphisme
par projection sur eg,

(Fil B)®=F = (Fil' A)*"=P = Z st0.
Et on peut explicitement calculer,
f=1 1
(Fil E)*=? = {wotoeo + ). 5901'(:50)@%@)@,; L 20 € s }.

i=1

On peut alors explicitement construire une fléche,

2 Ae  — 2 Ae
m: Tie,i#0 — %%W(to)ei
ZToe€o — Totoeg

et on peut facilement vérifier qu’elle induit un isomorphisme entre,
E*=P =, (Fil E)®=P,
ou D dans la base (eg,...,er_1) est la matrice

p

p

Sur ¢ # 0, ’équation & = D devient sur (<I>f)|Ei = pf’1 et donc se projette sur wgp ; sur
I%Vf = id ®1, dont les solutions par une méthode de Newton se relient & Ha;(G) (qui est
nul ici d’ailleurs).
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5.5. Cas des Lubin-Tate généralisés.— Comme on a noté A pour A.,;s, on note S <
Z = Hom(O,0O¢). On note G = LTs le groupe p-divisible sur O¢ avec action de
O donné par la définition 3.6. Sa p-torsion LT g[p] est un schéma en groupes de type
(p,...,p) au sens de Raynaud ([Ray74]). Son cristal sur A est alors donné par,

E=@Ac,, FIlE=@FlE, = PFEIL" Ae,,

T

Cest a dire Fil E, = Fil' Ae, si 7€ S et FilE, = Ae, = E, sinon. Le Frobénius (A, )
linéaire est donné par,

e, siocTlresS
Bleg-1r) = { pe, sio it ¢S

Lorsque S = {7}, on a bien le cristal d’'un Lubin-Tate donné précédement.
On s’interresse alors au module de Tate, 7,G = (Fil E)®=?, qui est identifié a,

{(e) e[ [F1” At p(ey-1,) = 2 si o7 7 ¢ S,0(25-1,) = pa, sinon).
Supposons S # Z, sinon LT 7 = jip= ®z, O et on connait bien son cristal, et soit 7 ¢ 5.
On peut alors identifier, par projection sur e, ; 'ensemble précédent a,

TEA: T) = zetVj;olrme (z) e Fi .
{ A Sof( ) p|S\ V], J 0 Sawj( ) FIIA}

Cet ensemble contient,

=1 57 70es
Zy | ] (wﬂ(td) :
=1 \P

En effet, comme gpf(to) = pto et 1o ¢ S, on vérifie facilement que gpf = p‘sl sur

Pespace précédent. De plus, on vérifie que pour tout = dans cet espace, " (z) € Fil' 4 si

et seulement si il existe je{1,...,f — 1} telque k = f — j et 019 €S, i.e. si oFrpeS.
On peut donc y identifier le sous-module de (Fil £)®=? donné par,

=1y - =1 57 IT0es
Ty = req, + 2 wj(x)(7)|50{7070707...,o To}\eU].T0 ::EGpr H (Sﬂj(to))
j=1 p jo1 \P

C’est un sous-Z,s-module libre de rang 1 de (Fil E)®=P_ qui est lui aussi libre de rang 1

sur Z,s d’aprés [Fal99], or ils ont le méme nombre de points modulo p, (FilE)%(I’:id en
apl d’aprés Faltings, et T en a p/, car la valuation de,

=1 57 m0eg
11 (@J (to)>
p

j=1
dans Gr° A, est,
—1 J 5o I10€S 1 f-1 ;
LT g T
= pl - pl-14 p—

d’aprés les rappels de la sous-section 5.1.



LA FILTRATION CANONIQUE DES O-MODULES p-DIVISIBLES. 23

En particulier, on peut construire une application m,

Zj Aeaf 0 - Z_j Aeaj'rg
607k7'0€S
o 1 F=1(1 k+j v
m: Tj€girg,J # 0 > pISAToT0, oTron Lil lk=1 <580 I(to) €oiry
f-1 (1, k 5" oes
Toer, — zo [ [x23 (590 (750)) €o

et vérifier qu’elle induit un isomorphisme entre,
E*=Ps =, (Fil E)*=?,

ot Dg a pour matrice dans la base e+, €57, ..., €5-17,,

p6671T0¢S

p

4

60'7'0653 . j—1
p , e Ds(egjm) =p 0t es,, .

p60_2ﬂ'0$5

Remarque 5.3. — On peut relier le résultat précédent a 'application de Hodge-Tate cris-
talline, qui identifie 7,L7 s avec (Fil E)®=? et qui modulo ker § redonne l'application
de Hodge-Tate. En particulier, grace a la description explicite des groupes p-divisibles
p-ordinaires, on peut voir que 'application de multiplication m corrige le défaut de sur-
jectivité de I'application de Hodge-Tate cristalline, au sens ou la projection sur wgp , de
la réduction modulo ker § de m™! o aZ** est surjective. On n’arrivera pas & montrer di-
rectement cet énoncé dans le cas général, c’est pourquoi on doit passer a une certaine

puissance extérieure.

5.6. Modification de périodes. — On applique les méthodes de la sous-section précé-
dente pour un O-module de Barsotti-Tate général. Soit

A = (AFil*A, ),
le O-cristal filtré introduit précédemment. Définissons,
A= @A — @, A
T e e e (T ()T e

l'application de multiplication par les périodes. Elle est O-équivariante, c’est-a-dire qu’elle
se décompose m = @ _, m/, oy,

maer AT/ —> A-,—I.

Remarque 5.4. — Lidée, a la base de la construction de m, est que si 7/ vérifie que
g¢r < ¢r, on a divisé V par p?~9 pour construire Ha,, et donc pour relier notre
équation ® = p (qui devient ® = p?= sur A et &/ = p/% sur A.), on veut a chaque fois
que ¢, < ¢, diminuer la puissance de p dans ’équation précédente, de ¢, — ¢,/. Mais on
veut faire cela de telle maniére que I'on garde une équation (cyclique) avec ®, et donc a
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chaque fois que l'on "divise" par ¢ un élément = de /\ T,G N A/, on doit aussi diviser
. p

¢’ (z)e NT,G N Ayi, par o (to)"
Une autre facon de voir la construction de m est que sur le lieu p-ordinaire, les O-

modules p-divisibles sont explicites et on veut diviser au maximum I'image de a&*® qui

correspond 4,
. —pdT
Fil> A®=P"

afin de rendre of/** ® 1 surjective. Les périodes qui apparaissent dans m sont alors exac-
tement les périodes du déterminant du cristal du sous-O-module p-divisible canonique de
hauteur p, (i.e. le cran de hauteur p, de la filtration canonique).

Introduisons la notation suivante,

V7', frr = min(0, ¢ — qr), et f=(fr) el

On a que f < 0. Notons aussi,

qu+faf71T Id,
pq7+f7 Id,
sz pq‘r+de Id,

pQT+fo72,. Id,
—Diag(p? /i1 1d,,i = 0... f — 1) = Diag(p™* 0 %i—1)1d, i = 0... f — 1)

dans une base adaptée a la décomposition E; @ E,r @ - @ E r-1,.

Proposition 5.5. — Lapplication m définit précédemment envoie FilL A dans Fi1° A. De plus,
d=D — T
m envoie (Fili A) * dans (FilQA)<I> P

Démonstration. — Soit j€{0, ..., f—1}. Comme ¢’ (tp)€Fil' A si et seulement si j = 0,
on a bien que chaque =,/ eFilf A, est envoyé dans Filf~tmax(O.ar=a) A — Fi10 A,
d’ou la premiére assertion. Supposons maintenant que x = »,_, x,/ vérifie ® = Dy, on a
donc que, pour tout 7, a

®(x) = pq7+fT/xUT, - pmm(qnqa)xm,_
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« —a, _ ) max(0,qr—q,—j.)
Done (2504 q”(n;;i (1e/to)) ’ ) verific,

. f—1 1 max(0,gr—q,—j )
o tgax( 24r—4.1) H (@3 (t0)> Ly
ol p

j=1
f—1 max(0,q9r—q_—; /)
. 1 o~ JT
— pmm(qnqa) (ﬂto)max«hqr*qﬂ)) <n (p%?ﬁl(to)) ) T
j=1
f-1 max(0,qr—q,—j 1) f max(0,qr—q,—f,.)
=pmin(qmqf/)(p(to)max(quf—qy) n (1()01‘(,50)) ! (<p (t0)> Topr
j=2 \P p

) 0 f—1 1 max(0,gr—q,—j 1)
_ pmm(qT,qT/)tlonax( =(Ir—qdr)§0(to)max(0,q, Qp—1,77) (p@j ) Torr

k.,m
)—AM

x(0,4r =G y—1,,) max(0,qr —q,—j 1)
_ g, max(0,g,—q..) £(t0)™* o lar 1,
p t pmax(O,qquT,) H Egp (to) Tor!
j=2
—1 J max (0,47 =qy—j ;)
(0,7 —qor)
:qutga (0,9r—q (90 oo
j=1
D Z tmaquT q.r) Hf 1 j(t ) max(0,gr—q,—j./) crifie Ié t'
onc (@] prlto T, vérifie ’équation
d = pt. 0

. . . 2P 10 A\ 2=p" . .
On voudrait pouvoir relier (Fllf A) et (Fll* A) pour pouvoir caractériser

I'image de ag re, qui s’inclut dans la réduction modulo Fil' 4 du second espace, en
fonction de Ha, (G), ce dernier apparaissant naturellement quand on fait une méthode de
Newton sur det(anJ)CT:id ®1 qui est un quotient du premier espace. Lidée est donc de
montrer que m est bijective, pour montrer que 'on peut relier I'image de l'application de

Hodge-Tate a Ha(G).
Proposition 5.6. — Lapplication m est injective.

Démonstration. — Cest trivial puisque A.,;s est sans ¢-torsion et qu’a une unité (de Z;)
pres,

f_l 1
t=to | =¢(to).
=P

En effet, le terme de droite est dans (Fil1 Acris)?~P = Zyt, et sa valuation dans Gr! Agris

est strictement plus petite que 1 (cf. [FGLO8] page 130 ou les rappels de la section 5.1).
O

On veut montrer que m (plus précisément m;) est surjective, et pour ¢a on va utiliser
le théoréme 5 de [Fal99].
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5.7. Cristaux filtrés et théoréme de Faltings. — On rappelle ici le coeur de T'article
[Fal99], qui va nous permettre de montrer que m est surjective.

Définition 5.7. — On définit la catégorie des cristaux filtrés admissibles d’amplitude a,
notée MF[_, 0](Oc) comme la catégorie des triplets,

(M,Fil' M, ®),

ou M estun A.,;s-module filtré libre, les éléments e; d’une base ayant pour degrés ¢; avec
—a<q <0,®: M — M est un endomorphisme ¢-linéaire tel que la restriction de ®
a Fil? M est divisible par p?*%, vérifiant de plus la condition suivante,

0
[0)) .
(Ad) Z = (Fil" M) engendre sur A..;s le module M.

i=—a

Remarque 5.8. — Strictement parlant, Faltings n’utilise pas des cristaux de la forme
MF_a,01(Oc) mais plutét, MFg ,1(Oc), qui est la méme catégorie, quitte a décaler
la filtration (la version de Faltings est la "duale” de la notre : ses foncteurs sont contrava-
riants).
Exemple 5.9. — Si G est un groupe p-divisible, £ son cristal,
(E‘7 Fil E, q)) EM]:[—LO] (OC)

On a alors le théoréme suivant (voir aussi [Chel5] dans le cas a = 1 des groupes
p-divisibles) :
Théoreme 5.10 (Faltings). — Supposons que a < p — 2. Soit M e MF[_, 01(Oc). On pose,

D(M) = (Fil° M)®=P",

Alors,

1. D(M) est un Z,,-module libre de rang égal au rang de M sur Acr;s.
2. On a les inclusions, strictement compatibles aux filtrations,

t*M < D(M) ®Zp AC”'S c M.
Démonstration. — [esquisse| L'idée est de fixer une base de M sur A.,;s, et de se ramener

a des équations. Comme sur Fil” M, ® est divisible par p®, on regarde la matrice de
®, = 2 et on obtient des équations pour,
P

(Fil° M)®=P" = (Fil° M)®==1,

et on réduit ces derniéres équations modulo p, c’est-a-dire que 'on en cherche les équations
dans A.p;s/p. Comme a < p — 1, Faltings utilise que (cf. [Fal99] p127, [Fal89] page 37, ou
[Chel5] lemme 4.7 (qui s’adapte au cas général)),

Lemme 5.711. — Lapplication de réduction modulo (p, Fil?) induit un isomorphisme,

~

P, =id
. P, =id .
(FllO(M ® Acris/p)) - (FIIO(M ® Acris/(p, Fil? Acris))> .
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Grace a la proposition ci-aprés, on est donc amené a résoudre des équations dans
Oc¢/p, qui se relévent uniquement dans O¢ par une méthode de Newton, et on peut en
calculer le nombre, qui est exactement p &4 M Faltings montre ensuite que toute solution

de (FilO(M ® Acris/, p))q)a:ld se reléve uniquement a A.,;s, par un lemme de Nakayama
topologique . O

Remarque 5.72. On pourra trouver dans le cas des groupes p-divisibles une démons-
tration plus détaillée (et sur une base plus générale) dans [Chel5].

Proposition 5.13. — On peut filtrer Oc/pOc par Fil* Oc¢c/pO¢c = p%Oc/pOc et on défi-
nie,
Oc/pOc — Oc/pOc

T — zP.

0 :

On a alors un isomorphisme, compatible aux applications 0 et qui identifie les filtrations,
Acris/(p7 Fil? Acris) — OC/pOC

Pour la preuve, on renvoie par exemple a [Chel5] Lemme 4.8. Donnons peut-étre les
images des périodes définies dans la section 5.1 sous cet isomorphisme : Comme ¢,70p
sont dans le Fil' A, grace aux valuations rappelées dans la section 5.1, leurs images
modulo (p, Fil” A) sous 'isomorphisme précédent sont des éléments de valuation % + p—il
et % + pfl,l respectivement. La valuation, pour i€ {1,..., f — 1}, de 'image de %gpi(to)

est I)fp—;l : il n’est pas dans Fil! Acris.

Remarque 5.714. — Supposons que M soit un cristal filtré dans MF|_, 0)(Oc) muni
d’une action de O. Donc D(M) est naturellement un O-module, libre, car sans torsion.
En effet, Paction de O est supposée commuter a ®, en particulier (Fil” M)®=P" est muni
d’une action de O.

5.8. Modification du cristal A. — Dans toute cette section on fait I’hypothése que
¢+ < p — 1. On a construit un cristal filtré admissible,

A = (A7 Fil A) (I)) EM‘F[qu—,O] (OC)a

(en modifiant la filtration par une Z-filtration en posant Fil* A = Fil% A, pour tout keZ),
I’admissibilité découlant moralement du fait que E étant admissible, ses puissances exté-
rieures le sont aussi (on peut le vérifier directement facilement). Le théoréme de Faltings
nous dit alors que si ¢; < p — 1, alors,

D(A) = (FiI)*=",

est un Z,-module libre de rang f(qh) =18, . A= fr
Proposition 5.75. — On a Uégalité suivante dans A,

qr
N\ (Fil’ B)*=P = (FilC A)*=P""
Aeris®0
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Démonstration. — On a une inclusion naturelle évidente
ar
/\(Fil’ B)*=P < (Fil® A)*=P"" < A,
o

simplement par définition de Fil% A.

De plus le théoréme de Faltings, appliqué a I et & A, nous dit que les deux modules
ont le méme rang. Il suffit donc de voir que le conoyau (qui est automatiquement de
type fini) est nul. De plus les deux modules ont le méme nombre d’élément modulo p,
on peut donc réduire modulo p et vérifier que le conoyau est nul, i.e. que I'inclusion
reste une inclusion modulo p. Or A% (Fil° E)®=? ®p Auris O 97 A, et image de 9
dans A/pA est non nulle car ¢, < p — 1. Donc si on note r le rang sur O/p de 'image de

& (Fil° E)®=? dans (Fil> A)®*=P" ®0 O/p, alors l'image de A% (Fil° B)*~?®0 Acris/p
dans (FilQA)‘I’:p% ®o Acris/p est libre de rang r sur Ag.;s/p, mais celle ci contient
t97 A @ Aeris/p ~ 197 (Acris/p)'8 ™, donc r = rg A et Papplication est injective modulo p.

O

On rappelle qu'on veut montrer que,

D=pIT

. ®=D
me (FLA) T — (Fi24) "
est surjective. On sait déja qu’elle est injective, on va donc d’abord montrer que les deux
O-modules ont le méme rang.

Définition 5.76. — On modifie le cristal A en,
A = (A, (FEEA) ez, p% D1 0),

qui est bien définie, car D|p?Iy,.

5.9. Admissibilite. — Rappelons que (E,FilE,®) est un O ®z, Acris-module filtre,
que l'on peut décomposer,

E=@E, et FilE=QFilE,..

De plus, il existe une base, pour tout 7/, (e{/, . ,e:) de E. telle que,
FilE, = (e] ,....e) )Fil' A+ (¢] 1., €} A,

et donc la filtration supérieure, donnée par Fil' E = (Fil’ A) Fil E + (Fil't! A)E sécrit
simplement,
Fil' B = (] ,...,e JFiI™ A+ (] ,y,.... €} ) Fil' A,

Notons pour tout 7/,

’

Wer = (e} i1, ep JACFilE,, et W=@DW,.

W est un relévement par 6 de wgp, mais il n’est a priori pas stable sous ®. On a alors,

1) Fil' B, = Fil'" B, + (Fil' A)W,..
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Rappelons que l'on a fixé un 7 tel que ¢, ¢ {0, h} et

A= }T\E:@AT/,

ORA T’

dont la filtration est donnée par la "convolution” de celle de E.

Proposition 5.717. — Soit 7' tel que g, < qr. S0it 0 = s > —q, + ¢ = frr, alors,

stdr . .
Fil* A= ) (Fi A)Fil*7 A

J=8+qr—q.s
=(Fil** " A)Ap + (FilT L ARl T AL + - (FilST9 % A)Fil 9719 A,
Autrement dit, passée la dimension de wip ./, la filtration n'est modifiée que par Uaction des
scalaires (Fil" A).
Démonstration. — Il suffit d’écrire
Fil' E = (Fil' )W + Fil't! E,

et,

©) A\ Wr =0,9r > q..

Ecrivons la définition de Fil* A, comme I'image d’une somme de produits tensoriels,

Fil* A, = Im Z Fil" B, ® - @Fil"r B, —> A |,
i1, ...y q,
11t tig =8
et concentrons nous sur image de Fil" E,. ® --- ® Fil’*~ E,, que I'on peut décomposer
grace a (1),
dr
Fil'* E/®---@Fil'r By = Y (Fil* A)W,@- - -@(Fil” A)W,@(Fil 1+ A)EL@- - @(Fil'r ' A)E,..
§=0
Or, si j > gy, Pimage de (Fil"* A)W, ® --- ® (Fil¥ )W, @ (Fil"*' "' A)E. ® --- ®

(Fil'sr ™' A)E,. dans A, est nulle en vertu de (2), on peut donc écrire,
Fil" B, ®---® Filr B,
qrr
= Y (FI" AW, @+ @ (Fil AW @ (Fil" T A, @ -+ @ (Fil' T A) B
j=0

q,r
C Z (Fiqu7j+i1+m+ij+ij+1+m+iq‘r A) WT' ® e ® WT' ®E7" ® o ® ET')
—_—

~ ,
J J
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dont 'image dans A,/ est par définition incluse dans,

qrr
Z (FilT =7+ A)Fil™ 9"t A, 0.

Proposition 5.18. — Soit A le cristal précédent. Alors pour v + s < (p — 1) — g, les sous-
modules engendrés sur A.,;s par
O((Fil" A)(FilI* Ar)) et ®(FiI"™"Ar),
sont les mémes.
Démonstration. — C’est vrai pour A.,;s : 'espace engendré par gp(Fili Acris) est pPAeris

pour tout ¢ < p — 1 (cf. [Chel5] Lemme 2.8 par exemple). Utilisons < S > pour dénoter
le sous-module engendré sur A.,;s par S. Alors

< p(Fil" AFil® A) >=< ¢(Fil" A) >< p(Fil* A) >= p"Ap°A = p" A =< p(FiI"** A) >
pour tout 7, s = 0 tels que 7 + s < p — 1. Soit E le cristal d’'un O-module p-divisible et,
Fil' B, = Fil' W, + Fil'™ B,
donc, grace au cas de Acpis,
< ®(Fil" AFil° E,/) >=< ®(Fil” A(Fil* AW,) 4+ Fil” A(Fil*T* AE..)) >
=< O((Fil"™ A)W, + (FII' " A)E,) >=< ®(FiI'™ E,/) >

Et donc grace a la définition sur la filtration sur les puissances extérieures, on a encore le
résultat sur A,/. O

Remarque 5.19. — Bien sar c’est faux sans appliquer ®. Par exemple, sur A.pis,
Fil"*® Aepis o Fil” Agpis Fil® Acpis, mais Pinclusion est stricte, méme pour 7 + s < p — 1.

Ces deux derniéres propositions vont nous permettre de vérifier que le cristal filtré
modifié A’ est bien admissible.

Proposition 5.20. — Le cristal filtré A’ appartient d MF[_, (Oc).

Démonstration. — 1l faut vérifier que la restriction de ® = p? DJT1<I> a FillTT A est

divisible par p?~*" pour r€[—q,, 0] N Z, et la condition d’admissibilité. Soit —qr <1 <0,
etiq,...,iq, = —1tels que ¢y + - +1iq, = frr + 7. Alors restreint a

Fi" B, ®--- @ Fil'r B,
®® - ® D est divisible par

i1+1+io+1+-+ig, +1 qr+fo4r
)

p =p

donc @’ est divisible par,

| Filfr+7 A,

¢r —min(qr,q,s)+qr+min(0,q,/ —q-)+r _ max(0,gr—q,/)+qr +min(0,q,r—q-)+7r _ qr+7

p p
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Il faut ensuite vérifier la condition (Ad). Il faut donc voir que A est engendré sur A par

0 ’

Ny 12 A/
> e (FilL A).

i=—qr

2
pQ‘r
Mais alors, pour tout 7/, on a par la proposition (5.17),

Fil® A, = (Fil” A)A + (Fil7" P A)Fil" " AL + - 4 (Fil9 =% A)Fil~ 9% A,

Mais en fait A est engendré par (FilQ A) sur Acpis, puisque c’est déja le cas pour E.

et donc en regardant 'espace engendré par ®, d’aprés la proposition (5.18), 'espace en-
gendré par I'image par ¢ de Fil’ A, est, si ¢ < gr,
quAO'T/ =
< o((Fil? A))D(A) + p(FilT P A)S(Fil T AL) + -+ p(FilT ™% A)S(Fil ™9 Ay) >
= pirir < S(FII T+ Ar) >
Et si ¢, < g, alors <I>(Fi10 A./) engendre p?™ A, ..
Autrement dit, dans tous les cas, ®(Fil’~ A,/) engendre

prin(aa)p

par

On en déduit que Dilq)(Fili(A)) — 2" (Fil% ') engendre A, et donc Padmissibilité. [J

5.10. Division. — On a montré dans la section précédente que le cristal modifié A’ est
dans MF[_, 0](Oc), et il en est de méme de A.

En appliquant le théoréme (5.10), on en déduit le résultat suivant,

Proposition 5.21. — Supposons ¢, < p — 2. Le O-module D(A') = (Fil° A’)<I> =T

$=D
(Fﬂi A) * ost libre de rang (%) sur O. On a de plus les inclusions strictement compatibles
aux filtrations,
tT A c D(A) @z, Acris © A

Proposition 5.22. — Soit (M,Fil M, ®) un cristal filtré dans MF[_, 0)(Oc), muni d’une
O-action, c’est a dire,

M=@M, a &:M — M,, Yr.

Alors pour tout T la projection,
M — M.,
induit un isomorphisme,

D) = (FI° M) = o (F° M) 7).

En particulier ces deux O-modules ont le méme rang, vg 4

ris



32 VALENTIN HERNANDEZ

Démonstration. — On a deux O-modules de rang fini, et une surjection,
. P=p* . o=
m:D(M) = (FiI°M)" " — m ((Fi° M) 7).
Soit x = ), x, tel que ®(x) = pz, cest a dire,
Vi = 0,8 (z,) = p?2pir.

Autrement dit, comme A.,;s est sans p-torsion, Z,;, est entiérement déterminé par ..
De plus, il faudrait vérifier qu'un tel x,;, est dans Fil° M, mais c’est automatique, car il
est unique, et z, provient (par surjectivité et unicité de 'antécédent) de = = Z;;é Tyir €
Fil’ M. O

On en déduit le théoréme principal suivant, dit de ’suppression de période’, ou de

division, qui va nous permettre de relier 'image de a,, 4 I'invariant de Hasse.

Théoreme 5.23. — Lapplication,
$=D -
m (FEA) T — (Fi2A) "7,
est un isomorphisme.

Démonstration. — En effet, on sait que m est une application O-linéaire, injective, entre
deux O-modules libres de méme rang, on en déduit que son conoyau est fini. Par la
proposition précédente, il suffit de vérifier que,

. b=D _
my - 7rT(<FiliA> 5y = w ((FICA) D),

est un isomorphisme, c’est-a-dire que son conoyau est nul. En particulier, il suffit de voir
que modulo p, m, est un isomorphisme. Or d’aprés Faltings et le lemme (5.11), il suffit de
regarder ce qu’il se passe modulo (p, Fil” A..;s), et les deux cristaux modulo (p, Fil” A)
ont le méme nombre de solutions a leurs équations respectives. Il suffit donc seulement
de voir que m., est injective. Et dans ce cas on a la description de A.ris/(p, Fil? Acris),
et donc on peut calculer que sous I'isomorphisme, O¢/p = Acris/(p, FiIP Acris), mr est
donnée par multiplication par un élément de valuation,

1
- < — - < -,
p(p/ —1) pip—1) pp/-1) p

fz P’ max(0,qr — qy—ir) . qr
Jj=1 (

et on note,

K. — fZ y’ maX(Of,qT ~oir)
J=1 pr—1

Comme ¢, < p— 2, ona que K, < 1. Or on sait que,

®=Dy
ti"A (Fﬂi A) B ®Zp Acrisa

=Dy
donc si on choisit un des générateurs e sur F,, de 7TT(<FﬂiA) 7)) (mod p,Fil” A), et
on choisit un isomorphisme,

A, ~ Al

crisy
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alors au moins une des coordonnées de e divise t* (mod p, Fil” A). Or,

. Kr i _ar 4 ar
m-(0,...,0,t97,0,...,0) (mod p,Fil® A..is) = (0,...,0,p» "»e-D " » 0,...,0).
Mais en utilisant que ¢, < p — 2, on en déduit,
K. : 1 p—2 1
i AN | S kR |
p pp-1) p» p p p
donc que m,(e) # 0 (mod p,Fil” A.;5). On en déduit que m, est injective modulo

(p,Fil? Acpis), et donc modulo p par le lemme (5.11), et comme les deux espaces ont le
méme nombre (fini) de solutions modulo p, on en déduit que m, (mod p) est bijective.

3

Donc m. est un isomorphisme. O

5.11. Reconstruction de I'invariant de Hasse. — Dans [Herl5], on a construit les inva-
riants de Hasse partiels, en supposant le groupe p-divisible (tronqué) G sur une base lisse
de caractéristique S, et en regardant donc le cristal dans Cris(S/ Spec(Z,)),

D(G) = gmtl(GDa OS/Z) = C—DD(G)T)

muni des applications V' et F'. Plus précisément, on considére,

AD@G),

sur lequel I'application,

v }T\D(G)T — /qT\D(G)(rpf)v

est divisible par p*~, division que 'on note ¢, . Pour montrer ce fait, on utilise que la base
est lisse, pour localement relever S en S/ Spec(Z,) lisse, et utiliser la description du cristal
en terme de module 4 connection, auquel cas il est clair que I'on peut diviser. On montre
de plus que cette application se factorise a ’arrivé par un certain sous-faisceau ([Herl5]
Théoréme 3.7) et qu’elle est unique, et quelle induit une application

I’B:—(G) : det(w(;D [p],‘r) — det(wGD[p],_l_)®(17f)7

cf [Herl5] Proposition 3.13, Lemme 3.14. Couplé au fait que le champ des BT? est lisse,
on peut donc faire la construction sur toute base.

Néanmoins étant donné un O-module p-divisible G (non tronqué pour simplifier) sur
Oc¢/p, qui n’est donc pas lisse, a priori l'expression de ¢, sur son cristal, bien qu’elle
existe, semble un peu compliquée. Mais en fait, si £ = @_ E; est 'évaluation de D(G)
sur Acris = Oc/p, on peut reconstruire . En effet, le principal ingrédient est que,

V(E) = FNEY, ) + pEY,

et si ¢+ < ¢, alors,

-

(¥)
qr qr qr
Im(@ Fﬂ(Ef—L}D)) - (/\ ET’)(LP)) < (FiquqT/ Acris /\ E‘r’) c /\ ET'@ACTiS,Lpqu_q7,ACT'iS'
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La derniére inclusion étant due au fait que si M est un A..;s—module, si z € Fil' A..s,

xe M, alors dans M (¥) = M ®@ua,ie0 Acris,
(22) @1 =2®¢p(2), et @(2)€p’ Acris.

On peut donc, pour chaque j tel que g,i, < ¢, diviser V7 par p?~9i-, et donc il existe,
q q

(3) QO{r : /\ET - /\ET ®Acri5,gaf Ac’risa
T T

tel que p*~ ¢! = V/. De plus comme A5 est sans p-torsion, un tel . est unique. Si on
note G/ BT? le groupe p-divisible universel sur le champ des BT? , alors il existe un
unique morphisme de cristaux modulo p"~*r,

)

q q (¢
4,075/\57‘></\57> ,

qui vérifie que pFrp, = V7, et donc si G/O¢ vérifie G[p"] = z*G"™" pour = €

BT?((’)C), le morphisme (3) coincide avec P'invariant de Hasse associé & 7 modulo p"~*7.

®=D
Proposition 5.24. — La réduction modulo (ker 6,p) de . ((Filf/\) f) est incluse

dans,
{redetwgpyp - Ha,(z) = 2 ®1}.
®=Dy
Démonstration. — En effet, soit ze (Fﬂi A) ~ alors il vérifie que
(4) O () =p/ " F @1,

Rappelons que,
ViA— AP et F:A® — A

avec VF = FV = pi7 et ®(x) = F(r®1). On en déduit que V/ (&7 (z)) = p/I7z @1 et
par (4), que V7 (x) = p*2 ® 1. Comme A,,;s est sans p-torsion (et A?" E, est libre), on
en déduit que ¢’ (x) = z® 1. Le résultat s’en déduit par réduction modulo (ker6,p). O

5.12. Image de 'application de Hodge-Tate. — Essayons maintenant de relier I'image

®=D
de Hodge-Tate a (Fili A) * On peut calculer explicitement, grace a I'expression de

m, et aux valuations rappelées dans la section (5.1), que modulo Fil' A5 = ker 6, m,
est donné par multiplication par un élément de valuation K, ou

=1
_ '\ P max(0,¢r — gy-ir)

Ky = Z f—1 ’

i=1 P

Comme ¢, < p— 2, 0on a que K, < 1. On a donc le diagramme commutatif suivant, ot u

est inversible dans O,
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=D _
(Fifa)"  —— (Fi2A)
| 60om, Oom,
Kr
N wep - — N wen

De plus ce diagramme peut se factoriser par la fléche inversible m., et sous I'iden-
tification (FilQA)(b:p = A& T,G de la proposition (5.15), on en déduit que I'image
de AT og,r se déduit de celle de I'image de la réduction modulo Fil' A,.;s de

=Dy
7 ( (Fﬂi A) ) par multiplication par up®-.
$=D
Or les éléments de 7, ( (Fili A) i) vérifient ’équation,

f-1
o =pfar=hr on k= Z max(0, ¢r — qyir)-
j=0

C’est-a-dire I’équation V71 = pF~ ®1 ou encore, en notant ¢ la division de V/ sur A,
par p*7, construite dans [Herl5] et la section précédente,

pr =1id.

Autrement dit, d’aprés la proposition précédente, comme (@) pio o, se réduit par
(ker(0), p) sur,

o : Awone (mod ) — Awll) (mod p),
dont la valuation du déterminant est exactement Ha,(G). L'image de la réduction par
(ker 6, p) de 7 ( (Fili A) (I):DL) est incluse dans,
a4
{re \wgp, (mod p):Ha(z) =2 ®1}.
Proposition 5.25. — Notons N = {z € A\ wgp . (mod p) : Ha,(z) = 2 ® 1}. Clest

un sousF,; -module du Oc/p module libre de rang 1, \" wgo , (mod p). Supposons que
Ha,(G) <1-— pif. Alors,

qr
Im (N — /\wprT (mod lea’(G))> ,

Ha, (G)
pf—1 -
SiHa (G) > 1— pif cette image est toujours incluse dans Uimage de

qr
1/pf
pi/P /\wguﬁ.

est un pr -module de rang 1 engendré par un élément de valuation
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Démonstration. — On peut directement appliquer [Farll] proposition 7, lorsque
Ha,(G) < % On plonge s dans O¢ via le morphisme multiplicatif de Teichmul-
ler. En général, quitte a choisir une base de A" wgp ;, on est ramené a résoudre une
équation dans O¢/p du type,

x? =aXx (mod p),
ot a = agp’@ avec ag € O et v(a) = Ha,(G). On écrit © = up®, avec u € OF et
we|0,1], et on en déduit,

min(1,wp) = min(v(a) + w, 1).

En analysant les quatre possibilités, on trouve que si v(a) < 1 — 1%’ alors les solutions

v(a) L1 1
. S _ =
sont dans 'image de p»’ —1ad’ F,f +p! (@) D¢, ot al’

ao (on retrouve en particulier I’énonce de la proposition 7 de Fargues lorsque le module

est un choix d’une racine de

1
est de dimension 1) et si v(a) > 1 — p%, elles sont dans pr’ O¢. O

On en déduit donc aprés identification A“ wgp . = O¢ que limage par 0 de
$=D
7rT((Fili A) L) est, 4 un inversible prés, incluse dans

Ha, (G)

p pl-1 [pr] -l—pl_Ha"(G)OC.

Donc grace au diagramme précédent, que 'image de A& ac ; est, & un inversible pres,
incluse dans,

K, +H2r(6) _
o —1 [pr]+pKT+1 HaT(G)Oc.

Remarque 5.26. — Pour plus de simplicité, on va prendre % comme borne pour Ha.(G)
au lieu de 1 — 1%’ pour rendre les bornes plus cohérente avec celles de Fargues. De plus,
on n’aurait probablement pas été capable de montrer que nos sous-groupes "canoniques”
sont des crans d’une certaine filtration de Harder-Narasihman sous 'hypothése Ha, (G) <
1— pif. Malheureusement, le passage a la puissance extérieure sur wgp » ne nous permettra
pas en general de garder comme borne %, ce qui fait que la condition sur Ha,(G) pour
avoir un sous-groupe canonique sera malgré tout compliquée (mais ce sera simplement %
lorsque p sera assez grand).

En particulier, on en déduit la proposition suivante,

Proposition 5.27. — Soit G/Oc¢ un O-module p-divisible de hauteur h et signature (p-, qr ).
Soit T tel que q ¢ {0, h}. Supposons de plus que g- < p — 1 et Ha, (G) < 3. Alors,

qr qr
Im (/\ 7,G — /\CUGD’T (mod 1+ K, — HaT(G))> ,
o

Ha,(G)
7

est un F,r -module libre de rang 1, engendré par un élément de valuation K + =77=-.
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6. Filtration canonique de la p-torsion

Dans cette section, on fixe un plongement 7. Soit G un O-module p-divisible tronqué
d’échelon r de hauteur h et signature (p,, ¢, ). Supposons que © > k, + 1 (pour pouvoir
définir I'invariant de Hasse) et g; < p — 1. Rappelons le théoréme suivant,

Théoreme 6.7 (Wedhorn [Wed01] Theorem 2.8). — Sip > 2 et si D est une donnée PEL
non ramifice, et Xo un BT avec D-structure. Alors pour tout 1 < n < m < oo, le morphisme
de foncteurs,

Def(Xo[p™]) L Def(Xo[p"]),

est formellement lisse. Les déformations sont @ prendre avec la D-structure.

En particulier, si G' est un O-module de Barsotti-Tate tronqué sur O¢, alors il existe
G un O-module p-divisible sur O¢ tel que G = G[p"], et on peut donc appliquer les
résultats de la section précédente a G'!

6.1. Noyau de Hodge-Tate. —

1 Ha, (G)

Proposition 6.2. — Supposons que Ha.(G) < 5. Alors pour tout < tel que K, + ;f_l <
e <1+ K, —Ha,(G),

ar

Im (/\ Oég)7—> (mod p°)

o

est un IF,,s -module de rang 1, et
ar
Ha,(G)
deg Coker (/\ agr® 1) =K, + pfi—l

Démonstration. — C’est essentiellement la proposition 5.27 que 'on applique a G, un O-

module p-divisible tel que G [p"] = G, puisque l'image est non triviale et incluse dans un
[, module de rang 1. O

On en déduit en particulier que Im(« 14K, Har(c) ) est engendré par au plus ¢,

G,
1+ K,.—Ha, (G
(1, +q77())

T

éléments sur O. Posons ¢, = min < 1. La proposition centrale est alors

la suivante,

Proposition 6.3. — SiHa.(G) <1+ K. — ;7, alors p%l < €. Supposons que

1 r
Ha, (G) < min(3, 1+ K, — g o),
-

alorspour tout 1% < e <EéEr, 0n a que,

dim]pr Ker agppy,re = Pr-
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Démonstration. — En effet, on a par la proposition (4.6) que,
dimef Ker AG[pl,r.e < Pr
Or la proposition précédente assure que Im(ag[p), ) est engendré par au plus ¢, éléments

sur [F,,; donc que,
dim]pr Ker agp),r,e = Pr- O

Remarque 6.4. — 1. Si p est assez grand devant g, la seule hypothése dans la propo-
sition est Ha, (G) < 3.

2.8 K, + 22D L alors la proposition précédente s’applique encore avec

pT—1 p—1°
K, + H;fi(l;) <€ <e¢r,eneffet, Imag .. — Imag, . est injective pour de tels
E.
6.2. Degrés. — Notons K/Q, une extension valuée compléte quelconque, telle que

v(p) = 1. Rappelons alors les définitions de [Farl0].

Définition 6.5. — Soit M un Ok /p"-module de présentation finie, annulé par une puis-
sance de p. On note § = Fittyg M, c’est un idéal fractionnaire de Ok Alors on définit le
degré de M par,

deg M = v(0).

Exemple 6.6. — Si

M ~ HOK/:L'Z'OK’

i=1
alors deg M = Y\, v(x;).

Lemme 6.7. — Si M = Coker(f : L — P) avec L, P deux Ok /p" modules libres, et
v(det(f)) < r, alorsdeg M = det f.

Démonstration. — En effet, choisissons un relévement de f, f : O — OF% tel que
M = Coker f, alors det f = det f (mod p"). O

Remarque 6.8 — Ce n’est plus vrai sans hypothése v(det f) < r puisque v(det f) €
[0, 7], et on peut avoir v(det f) = r mais deg M > r (prendre pI,,, avec n assez grand).

On peut en particulier déduire du lemme précédent et de la proposition (6.2) la propo-
sition suivante sur le degré du conoyau de ag, ..

Proposition 6.9. — Soit G est un BT avecr > k.. Supposons que

1 T
Ha, (G) < min(3, 1+ K, — ¢ ).
-

alors, pour tout min (K, + ﬁ) <e< K, +1-Ha,,

pl—1
Ha,

deg Coker (agp),re ®1) = K7 + T
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Démonstration. — D’aprés ’hypothése sur G, on sait que, pour K, + I}}f; <e< K+
1 — Ha,,
qT
Ha,
deg Coker /\aGT®1 =K, + .
K,.+1—Ha.,

1 1
De plus, comme on sait que le conoyau de g, ®1 est tué par p»—T, ona que prTwgp » <
Imagp , ®1, et donc

1
deg Coker ag . ® 1 = deg Cokerag . ®1, Ve > Zfl

Donc deg Coker (agp),r,. ®1) = deg Coker(ag,r.4,c, ®1). Et donc, comme K, + ﬁajl <
1+ K, — Ha,(G), le lemme précédent s’applique dans la 2e égalité,
deg (Coker(ag(p),r,- ® 1)) = deg (Coker(ag,r 14k, —Ha, @ 1))
ar
= deg Coker (/\ ag ® 1>
1+K,—Ha,
Ha,
- K, .
o1

6.3. Le théoréme principal. —
Théoreme 6.10. — Supposons donné une signature (pr, q;)r. Choisissons un plongement T, tel

que ¢ ¢ {0, h = p; + g, }. Supposonsp—1 > q, (doncp # 2 en particulier). Soit G un groupe
de Barsotti-Tate tronqué sur Oc, de rang k, + 1, avec action de O, et de signature (pr,q:).
Supposons de plus que

1 T
Ha,(G) ::w<min(§,1—|—KT— d ).

p—1
Posons £, = min(1, %) < 1. Alors,
dimg , Ker ag(p),re, = pr-
De plus sous Uhypothese,
2 2
(H1) ' 14K, o Ha(G)<1+K,— —L
p—1 p—1
on a alors,

1. Soit C ladhérence dans G[p] de Ker agp),r.c. . On a alors, si on note E = G|[p]/C,

p’ ! deg,,(E) + p’ * deg,2.(E) + - - + deg, (E) = K,(p/ —1) + Ha,(G).

Ha. (G)
pf-1-

2. Le conoyau de o @ 1 est de degré K +

Remarquons que deg, CP = deg. E ! (Mais c’est faux pour les autres plongements).

Remarque 6.71. — Lhypothése (HI) n’est nécessaire que pour calculer la formule des de-
grés de C, et elle est bien sar inutile si p est assez grand, grace a Ha.(G) < % II serait
intéressant de voir si I'on peut s’en passer. De plus, on notera parfois C; au lieu de C' pour
bien préciser a quel plongement est associé ce sous-groupe.
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Démonstration. — Notons pour tout ¢ > 0, m; = {x € O¢ : v(z) < t} et pour un O¢-
module M, on note M; = M ®o, Oc/m;. Posons E = G[p]/C. Par définition de C, on
a que my_._Im(ac,, ®1) = 0. Donc my_. 4t wep, =0 On en déduit que pour, €
vérifiant,

Ha 1 1
= )<e<er— —,

in(K, + —— ——
min( 1y p—

(ce qui est possible par ’hypothése (HI) sur p), on a que,

W@GD e = WED 1¢-

Choisissons e1, ..., e, une F); base de E(Oc¢), et E; 'adhérence schématique dans E de
F,s(e1,...,€;). On a alors,

O:E()CElCEQC-"CEq:E,

une filtration dont les gradués sont des p-groupes de Raynaud munis d’une action de O.
Regardons la filtration Fil; wpp ; = Im(wgp , — wgp ). On a une fléche naturelle
¢ * WE,/B,_)°,r — Griwgp ;. Comme l'image de ¢; dans Gr;wgp . est non nulle,
donc ag, /g, , -(e;) # 0. De plus par calcul direct sur les groupes de Raynaud, on a,
_ p/7ldeg, (Ei/Ei_1) + p/*deg, (Ei/Ei_1) + -+ + deg, -1, (Ei/Ei_1)

deg Cokerap,/p, | » = 1 .
pf —

Et donc grice a g; qui est surjective entre modules monogénes,

deg Cokerag, /g, _, » = deg(Gr; wgp +/q; © OlEi/Ei,l,T(ei))-

Mais d’aprés la proposition 8 de [Farll], on peut écrire,

q
deg Coker(ag - ® 1)=Z deg(Gri(wgp +/qi o ap,/E,_, +(€i)))

i=1
1 A a
:pf — pr Ydeg, . (Ei/E;_1) +pf2 deg 2, (Ei/Ei_1) + - + deg_(E;/E;_1)
i=1
p/~ldeg, (B) +p/ 2 deg,2, (E) + -+ + deg, (E)
- I
p

Mais d’aprés la proposition 6.9, on sait que

Ha,

deg Coker(ap - ®1) = deg Coker(ag - ®1) = K, + pfi—l’

d’ou le résultat. O

Remarque 6.12. — La formule correspond bien au calcul explicite sur le lieu pi-ordinaire.
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Remarque 6.13. — De la formule sur les degrés de F, on en déduit, comme deg_ E =
deg., G[p] — deg,, C = p, — deg,, C, que,

/ / /
D ip T deg, i (C)=) P 'poir — ) max(0,¢; — g,-i,)p' — Ha,
=1 i=1 i=1

s

= Z min(pTvpai‘r)pf_i — Ha,
i=1

En particulier, C' est de grand degré! De plus, C' est de O-hauteur p,, donc pour tout 7,
deg,i, C < p,. Ensuite, comme C' < G[p] et deg, .. G[p] = pyir, on a,

dego’ T C mln(pT)pU 7')

Donc si

/=" deg,:,(C) = . min(p;, poi,)p’ " — Has,

i
hS]

i=1
/
2 min(p;, pyi,)p’ ' — Ha,= degC' + ). (p/ ™" — 1) deg,:,(C)
i=1 i=1
f
<degC + Z 1) min(pyi, pr)

Et donc, deg C = Z _, min(pyi,, pr) —Ha,. Donc si Ha, < %, on a que C est canonique,
cf. [Bijb], ou proposition (A.2).

On a aussi les inégalités suivantes, comme deg, ;. C < min(pyi,, pr), alors deg .. C =

: Ha
mln(pai'mp‘r) - pfji , et donc

deg,(C;) = pr —Ha-(G) et deg, (CP) < Ha,.

L N . . . . 2q;
Proposition 6.714. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, a savoir pﬁl <1+ K, e,
1 2¢;
Ha,(G) < min(-,1+ K, — ,
a-(Q) mln(2 - 1)

On a en fait que C est Uadhérence schématique de Ker(ag 1-wa, (q))-

Démonstration. — En effet, ’égalité sur la somme coefficientée des degrés partiels de C';
nous dit en particulier, comme deg, ., C < min(p,,pyi,), que
deg.(CP) < Ha,(G).

On en déduit que Im(wep ; — WGP 1-Ha, (¢)) = 0 et donc C(O¢) < Ker(ag,r,1-Ha, (@))-
O

Proposition 6.715. — Supposons que Ha, (G) < mln(—f, 1+ K, — ;q* ). Alors la suite sui-
vante est exacte :

0 — Cr(K) — GIp)(K) "5 wen .
De plus, le conoyau de la fléche,

acr ®1: Glp)(K) ® Oc — weo 1,
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est exactement K. + Hpaficf).
Démonstration. — Si E est un schéma en groupes de Raynaud avec une action de O, tel

que Zi:ol pf~ideg,i (E) > 1— pif, alors on peut vérifier que application g ; est nulle.

Maintenant soit C; le noyau de ag r.., donné par le théoréme. Alors dans ce cas,
filtrons C- par des sous O-modules, tel que les graduées (Ej)k—1,... p. soit des O-modules
de Raynaud. De I'égalité

f f

Y p' T deg,i(Cr) = > min(pr, pyir)p! ' — Har,

i=1 i=1
on en déduit en particulier que Y 77, deg (Ey) = deg,(C;) = p, — Ha (G). Donc en
particulier,

deg. (Ey) = 1 —Ha.(G),

et donc,
-1 1
Y, p'degyi (By) 21— Ha (G) > 1— —.
; p
=0

Donc o, » = 0 et donc comme on peut toujours filtrer C-(O¢) par des sous-O-modules
dont le premier contient un = € C-(O¢) donné, on en déduit que ac, » = 0. Et on a
montré précédemment que dim]pr Ker(ag,r) < pr. D’ou Paffirmation sur la suite exacte.
Maintenant comme aq, , se factorise par G[p]/C;, et quon a calculé son conoyau de
Hodge-Tate dans le théoréme précédent, on en déduit la proposition. O

6.4. Compatibilités. —
Proposition 6.16. — Soit G € BTk +1(0¢). Supposons que Ha(G) = Ha(GP) soit stric-

2q7

tement inférieur d min(3,1 + K. — 292) (donc G et GP ont tous les deux un sous-groupe

canonique). Notons C- le sous groupe canomque de G et D, celui de GP. Alors C, = D+
Démonstration. — En effet,

deg D} = ht(GP[p]/D~) — deg(G"[p]/D-) =fp- — deg G”[p] + deg D,
- Z Goir + ) min(¢r, gi) — Ha(GP)

\Y

<Z — ¢oir + min(gr, q(,iT)> — Ha(GP)

(i ~ doir +h— maX(pnpaiT)> — Ha(GP)
f7

(2 + Doir max(p‘l'7pa"'7')> - Ha(GD)

= <Z min(p77p0i7)> - Ha(GD)

=0
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Donc D7} est de grand degré, et par unicité, cf. [Bijb], et annexe (A.2), C; = Di. On

pourrait aussi utiliser la proposition 7.9 de la section suivante. O
Remarque 6.77. — Si on ne connaissait pas la compatibilité de Ha, a la dualité, en sup-
posant que Ha.(G) et Ha,(GP) sont assez petit (plus petits que min(3,1 + K, — ;Zfl ))

on retrouve qu’ils sont égaux, en comparant les degrés des sous-groupes de G et G et
en utilisant le résultat d’unicité de [Bijb].

Remarque 6.18. — Dans la construction de Fargues, [Farll], il est prouvé que le sous-
groupe canonique de G déforme le noyau de Frobénius, modulo p' ~H2(%), Un calcul sur
les modules de Dieudonné dans le cas p-ordinaire laisse entendre que le sous groupe
canonique associé a un plongement 7 devrait correspondre a,

(p" ! Ker Ff)[p],

la p-torsion de I'image par la multiplication par p"=~1, 7. = |{7' : ¢,» < ¢, }|. Mais il ne
semble pas évident qu’un tel sous-groupe existe en général (i.e. qu’il soit representable ou
fini et plat). Néanmoins on montrera a la fin de I’article un résultat partiel, qui décrit une
déformation (modulo mc...) de Ker F’ /. En particulier, les sous-groupes C seront inclus
dans Ker F7.

Proposition 6.19 (Compatibilité entre les différents plongements)
Si C désigne le sous-groupe canonique associé @ labscisse q-, alors ¢ < ¢+ = Cr < C;.
En particulier si T, 7' sont associés d la méme abscisse de rupture q; = q.r, alors C; = C..

Démonstration. — Cela va découler de la section suivante (Corollaire 7.9), car on va
prouver que C; est une abscisse de rupture de Harder-Narasimhan. On pourrait aussi
bien utiliser [Bijb], rappelé ici en annexe, proposition (A.2). O]

Remarque 6.20. — En particulier dans le cas des O-modules stricts, disons associés a 7o,
il n’y a qu’un plongement intéressant (7y) et donc quun sous-groupe canonique, et dans ce
cas k;, = K;, = 0, donc tout est plus simple. De plus, la dualité stricte de Faltings permet
de simplifier beaucoup de choses : 'analogue de Fargues [Farl0] Proposition 1 est vrai, en
remplacant F' par F'/ et la dualité par la dualité stricte de Faltings. En particulier on peut
montrer que le sous-groupe canonique ainsi construit reléve le noyau de F/. En effet, on
a une inclusion, et les deux groupes sont méme hauteur.

7. Calculs de polygones de Harder-Narasihman

7.1. Polygone de Harder-Narasihman classique. —

Proposition 7.1. — Soit G un schéma en groupes avec O-action. Alors HNp(G)(z) =
% HN(G)(fx) a des abscisses de rupture entiéres.

Démonstration. — Les abscisses de ruptures de HN(G) sont les hauteurs des groupes
apparaissant dans la filtration HN de G, or celle-ci est stable par O, donc les hauteurs de
ces groupes sont des multiples de f. O
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Remarque 7.2. — Dans [Far| et [Shel2], il est introduit des polygones de HN "renormali-
sés" pour des BT, par,

AN n 1 n

HN(G[p"])(z) = — HN(G[p"])(n2).
Ces polygones ont des abscisses de rupture dans %Z, elles ne sont plus nécessairement
entiéres !

Proposition 7.3. — On peut tracer le O-polygone de Hodge renversé (voir figure 2) d’un BT
de signature (p,,q.), Hdg®. Il a pour abscisses de rupture

r—1

0<p <pt<...<pt<h,

. r—1 . r—2 . 1
et ot les pentes sont données par (1, HT")T?’ HoUrps ip oo ‘{T'pffzp H 0). On vérifie

facilement que c’est aussi If-I\No(G“f‘"’d [p"]), le O-polygone de Harder-Narasimhan (renorma-
lisé) de la p" -torsion du groupe ji-ordinaire associé, YneN.

Figure 2. O-polygone de Hodge renversé associée a la signature (g )rez.

A
1 ny
7 0
1 nitetne_s
T
4 ni+-+ny_1
f
T 1
0 Pr Dr—1 Pr—2 b2 b1 h
Remarque 7.4. — On retrouve un cas (trés) particulier de [Shel2], qui prédit que lorsque

le polygone de Hodge et de Newton se touche en une abscisse de rupture du polygone de
Newton (comme dans le cas p-ordinaire) alors ces polygones touchent aussi le polygone de
Harder-Narasimhan, qui a lui aussi une rupture en cette abscisse.

Remarque 7.5. — On a bien sur I'égalité des ensembles (et donc de leurs cardinaux),
{Tipr2p}={r:a- <q'}

Proposition 7.6. — Sic <1 — 1%’ le noyau de oG r.n—c est engendré sur O par moins de
pr éléments, i.e.

Dr
Keragn—e = @ O/p‘“O’ 0<a; <n.
=1
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Démonstration. — C’est exactement [Farll] proposition 13, en remplagant Z, par O (la
proposition 12 se généralise trivialement). O

Proposition 7.7. — Soit G un BT de signature (p., q.)~. Supposons qu’il existe un sous-O-
module C' tel que,

1
hto(C) =np, e deg, (G/C)<1-— 7
D
Alors, sie = deg.(G/C),C(OF) = Ker ag rn—- qui est un O/p™O-module libre.
Démonstration. — Si ¢ = deg, (G/C) = deg,.(G) — deg,.(C) = np, — deg,. (C) =

deg(wep ;) donc wep , —> wep , —> Wb .. est nulle, et par conséquent C'(Ok) <
Ker(ag,rn—c), la proposition (7.6) conclut. O

Proposition 7.8. — Soit T € L. Soit C < G[p™] un sous-O-module de hauteur fnp, (ie.
rg(C) = p/Pr ). Supposons que
-1

degC >n Z min(p;, Peir) —
j=0

{7 4r = 47}
2 )
Alors le polygone de Harder-Narasimhan If-I\l\/To(G[p”]) a un point de rupture en 'abscisse p.

Démonstration. — Voir la démonstration de la proposition 7.17 qui s’applique aussi ici.

O

On déduit en particulier de cette derniére proposition,

Corollaire 7.9. — Soit G un BT,COTH tel que Ha,(G) < min(3,1 + K, — ;3*1). Soit C;
le sous-groupe canonique donné par le théoréme (6.10). Alors C est un cran de la filtration de
Harder-Narasihman de G[p). En particulier on retrouve que C; est compatible d la dualité au
sens de la proposition (6.16), mais aussi que, si le théoréme (6.10) s’applique pour G pour deux
plongements T et 7', alors,

qr < qr = C—,— C CTI.

Démonstration. — On a degC, > 25:1 min(pyir,pr) — Ha,(G) et par hypothése,
Ha,(G) < %, la proposition précédente s’applique. Il reste & montrer que le sous-groupe
C’ qui induit la rupture - i.e. le cran de la filtration de HN a l’abscisse p, - est C;. Or
deg,/(C") < min(p,,p,) car il est de hauteur p, et que C' < G qui est de 7/-degré p,.
Donc si deg, (C') < p, — %, alors deg(C’) = >, deg,,(C") < >, min(p,,pr — 3 <
deg(C>), ce qui est absurde puisque C’ est un cran HN a I’abscisse p,. Donc deg_ (C’) >
Pr — pil et la proposition 7.7 assure que C’ est 'adhérence schématique de Ker ag -1,

or c’est aussi le cas de C, donc C, = C". O]

Remarque 7.10. — Malheureusement pour la p"-torsion avec n > 1, on n’arrivera pas
a montrer la généralisation du corollaire précédent (parce que les bornes sur Ha, seront
moins grossiéres, on pourrait néanmois y arriver quitte a sacrifier les bornes), mais on va
devoir changer un peu la filtration de Harder-Narasihman en fonction du plongement 7,
c’est 'objet de la sous-section suivante. Cela peut s’expliquer en partie par le fait que le
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théoréme 6.10 ne nous donne pas les degrés des sous-groupes canoniques, mais seulement
des combinaisons linéaires des degrés partiels.

7.2. Fonction degré et polygones de Harder-Narasihman modifiés. — Notons
Q5t§,9(OK) la catégorie (exacte) des schémas en groupes finis et plats sur O (d’ordre
une puissance de p) oi K est une extension valuée de Z,. On suppose qu’il existe un
plongement K o F.

Définition 7.71. — Pour tout 7 € Z, et tout G/Ok un schéma en groupes avec action de
O, on définie une nouvelle fonction degrée Deg_ par,

f
Deg‘r (G) = Z pf_] degaiT(G)‘
Jj=1
Cette fonction degré vérifie les propriétés
L. Deg, est additive sur les suites exactes dans @rf(@,{).
2. Siu: G —> G’ est un morphisme qui devient un isomorphisme en fibre générique,
alors Deg(G") = Deg_ (G), avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.

Démonstration. — Voir [Bijl12] Proposition 1.19. O

Ces propriétés sont analogues a celles vérifiées par la fonction degré de [Farl0], et elles
permettent de développer un formalisme Harder-Narasihman.
On note la fonction de pente,
Deg,
= Tt

F
elle est a valeurs dans [0, ;ET_i)] On aurait pu la renormaliser pour la rendre a valeurs

dans [0, 1], mais cela aurait (inutilement) alourdi les formules qui suivront.
A partir de maintenant, dans cette sous-section, fixons un 7€7.
On a alors la proposition, voir [Farl0], Théoréme 1, ou [And09],

Proposition 7.12. — Soit G un groupe fini plat sur Oy (dordre une puissance de p), muni
d’une action de O, il posséde une unique filiration par des sous-groupes finis et plats,
0=GoCG1CGC--CG =G

telle que,

1. Pour tout i, G;41/G; est semi-stable pour la fonction de pente 1.

2. Pour touti > 1, i (Gi/Gi—1) > ur(Git1/Gi).
On fera référence a cette filtration comme T-filtration de Harder-Narasihman. On notera
HN.(G) le polygone concave de Harder-Narasihman, définie par les pentes (1 (G;/Gi—1))i=1,...,
avec multiplicités (Wto (Gi/Gi—1))i=1,... r. Cest un polygone @ abscisses de ruptures entiéres et
d pentes rationnelles.

T

Remarque 7.13. — On peut vérifier que si G est p-ordinaire, alors sa filtration de Harder-
Narasihman "classique” (i.e. définie par la fonction deg, cf. [FarlQ]) vérifie les deux pro-
priétés de la proposition ci-dessus, en particulier sur le lieu p-ordinaire, les filtrations de
Harder-Narasihman données par p ou 1 sont égales, pour tout 7€Z (mais les polygones
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sont différents). Dans le cas général, les filtrations sont différentes, mais on peut montrer
que si “Ha(G) est suffisamment petit (mais a priori sans borne précise, sauf pour un
sous-groupe bien précis de ces filtrations), alors elles coincident.

Exemple 7.74. — Supposons que G soit un O-module p-divisible pi-ordinaire de signature
(pr,qr), alors on calcule explicitement,

HN,(G[p])(p) f Z pf ' min(py, Poir ).

Remarque 7.15. — La différence entre deux pentes consécutives du polygone HN, p-
I cela servira dans la démonstration du théoréme 8.3, pour
montrer que le sous-groupe canonique est un cran de la 7-filtration Harder-Narasihman.

ordinaire est donc au moins %

On va utiliser ces filtrations "modifiées” pour mettre en famille la filtration canonique.
En effet, les sous-groupes de la filtration canonique seront des sous-groupes apparaissant
dans les 7-filtrations de Harder-Narasihman, pour différents plongements 7. A priori il
n'est pas clair qu’ils apparaissent aussi dans la filtration de Harder-Narasihman classique,
d’ou la nécessité d’introduire ces nouvelles filtrations.

Définition 7.76. — Si G est un BT, avec action de O, on note }mT(G) la renormalisa-
tion (en fonction de n) de HN..(G), Cest a dire,

—~ 1
HN,(G)(z) = - HN,(G)(nz),
est donc un polygone & abscisses entre 0 et hto (G|[p]).

On va avoir besoin d’utiliser ’analogue de la proposition 7.8 pour les nouvelles filtra-
tions :

Proposition 7.17. — Soit 7' € L. Soit G un BT . Soit C < G[p"] un sous-O-module de
hauteur fnp,: (i.e. vg(C) = p™P+ ). Supposons que

= fopf=is
j 1D —q
Deg, C >n Y p/ I min(p,, pyir) — 2yt e
7=0

Alors le polygone de Harder-Narasimhan IZI\I\/TT(G[p”]) a un point de rupture en U'abscisse p, .

Démonstration. — Si HN, (G[p™]) (renormalisé donc) n’a pas de rupture en p,/, alors il
est en dessous du polygone P, voir figure 3.
(polygone I-fI\l\/T(G"*OTd) avec une droite reliant p, — 1 et p, + 1).
On peut explicitement calculer

Plon) = v XIS T min(epeir) X0 00, —a
D7) = U = f an .

En particulier, s’il existe un sous-groupe comme dans I’énoncé, et qu’il n’y a pas de rupture,
on contredit la proposition 13 de [Farl0], qui s’applique encore dans ce cadre (c’est-a-dire

pour HN ). O]
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Figure 3. Rupture autour de I—FHTIT(G"*‘”"’Z [2"]) (p+).

A, HNG

v

+—+ + 1 + + i +
Pr = upr P oy

Proposition 7.18. — Supposons maintenant que le polygone de Harder-Narasihman HN, (G[p"])
a une rupture en pr, et seulement Uhypothése,

f—1
: -2

(H2) Deg, C >n Y. p! I min(p,, posr) — 2.
=0 p—1

Alors en plus C' est un cran de la T-filtration de Harder-Narasimhan de G[p"].

Remarque 7.19. — Lhypothése (H2) permettra de traiter le cas ou 7 = 7/ et n, = |{6 :
¢r = qo}| = 1 lorsque ’hypothése de la proposition précédente n’est pas vérifiée.

Démonstration. — Supposons (H2),
-2 -2 1
degTC’>in—% ie. degT(G/C’)<§71 :1_p,17

donc d’apreés le point (1) de la proposition 7.7, C' = Ker(ag, r n—c), ot € = deg (G/C) <
Z%?. Soit C’ le cran de la filtration de Harder-Narasimhan de G[p"] d’abscisse np.,
qui existe puisquon a supposé qu’il y avait une rupture. Dans ce cas, on a Deg_(C’) >

Deg, (C) > an:é p/ I min(p,, pyir) — Z%?, donc en particulier,
-2 -2 1
PZ2 e deg (G/C") <P 1

-1

p—1 ~ p-1
D’aprés le point (I) de la proposition 7.7, on a donc C' = Ker(agrn—.), o0t & =
deg, (G/C"). Sie' < g, alors C' < €', mais ht C = ht C’, donc C' = C’. Idem si ¢’ >

deg, C' > np, —

E.
O
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8. Filtration canonique supérieure
8.1. Récurrence et théoréme principal. —

Proposition 8.1. — Soit r = k, + 1 et Ge BT, tel que Ha, (G) <
T —sous-groupe canonique. Alors p*TCT/C est un BTC, et

pr Soit C son
Ha,(p T/C <pf Ha,(G).
Plus précisément,
Ha.(p~"C /c (p’ —1)deg, (CP) + Ha,.(G).
Démonstration. — Considérons la fleche sur O,
[enye /C' .
Elle induit une suite exacte,
Tk
WGp 7 — W(G/c,)P,r — wWep » — 0.

En effet, regardons nos groupes sur O¢/p et considérons le triangle distingué (cf. [I1171],

VIL3.115),
lop

baonp

G est un BT, donc son complexe de co-lie {gp est wgp @wgp[1]. Bien sur, G/C; n’est
pas un 37, a priori, mais on peut écrire la suite exacte,

0 —>p_1CT/CT —> G/CT L pG/CT —> 0,

qui induit un triangle distingué,

Lp-1c,/0,)P bGe.)r

\ /
p
Lpa/cp)p

Or, sur O¢/p, la fleche p est nulle, on en déduit un isomorphisme, 10, j0yp =
E(G/CT)D. Or, pilCT/C'T est un B7 1, on en déduit, E(pflcT/CT)D >~ Wp-ie, /C,)D &)
Wip-1c, /o) [1] =~ wg/e,)p ®wg/e,yp[1] sur Oc/p, et don, la suite exacte longue du
premier triangle donne,
0— H '(lep) — H M (lgp) — H ' (Uoyp) — H(lep)
—_— /Ho(ggD) I IHOM(G/CT)D) — 0.
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11 suffit alors de montrer que H°({cp) ~ wep — H(lgp) ~ wep est nulle. Or cette
fleche est la réduction modulo p de celle sur O¢, qui est donnée par,

Wep — Wb = (OC/PT)d7

et C; est tué par p, donc wep est de p-torsion, la fleche précédente est donc de la forme

p" Ly, et comme r > 2, elle est nulle une fois réduite modulo p. On a donc la suite

exacte; qui est de plus O-équivariante puisque c’est le cas de tous les morphismes entre
les schémas en groupes,

wgp —> W(g/c,)p —> Wep — 0.
On en déduit donc que, d’aprés I'inégalité 6.13 et le lemme 6.7,
deg, (CP) = deg(wep ;) = det(r) < Har(G).
Notons de plus que,
ko (G) = kT(pircf/CT)v
En effet, soit G € BT (O¢) tel que Ha,(G) < p%ﬂ Soit C-/O¢ le sous-groupe du
théoréme. L'isogenie,
0—C,—G— G/C, — 0,
induit,
WGD pt T WG/OD gt T WOD pr T 0,

Or wgp -/ et wgcp  sont sans p-torsion (car BT) et wep .+ est de p-torsion, donc aprés
inversion de p on voit que G et G/C; ont méme signature. Donc les signatures de G,
G/C; sont les mémes! En particulier ils ont les mémes &, pour tout 7.

Mais le carré suivant au niveau des cristaux est commutatif,

D(G), v D(G)¥")
Tk Trgkpf)
D(G/C,); — L DGO

Et donc comme k. (G) = k.(G/C), on en déduit le méme diagramme sur les puissances
extérieures ¢, et avec les divisions de V7, et donc la commutativité du diagramme modulo
p suivant,

Ha.(G) f
detwgp , ——————— det wg’D)T

T ﬂ;m

Ha, (G/C.)

detw(g/c,yp,; —— det ‘UEZ‘/)CT)D,T
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On a donc 'égalité modulo p,
Wipf) o Ha, (G) = Ha, (G/C;) o my,

et donc en passant au déterminant,

ppf deg, (CP)+Ha, (G) _ D

Ha,(G/C.)+deg, (CP) (mod p).

Or par hypothése,
pf deg, (CP) + Ha,(G) < (p” + 1)Ha, (G) < 1,

et donc,
(b — 1) deg, (CP) + Hay(G) = Har (G/Cy).

Remarque 8.2. — On a aussi que si p/ deg (CP) + Ha, (G) > 1, alors
Ha,(G/C,) = 1 —deg, (CP) > 1 — Ha,(G).
Théoreme 8.3. — Soit p > qr + 1. Soit K/O[1/p]| une extension valuée. Soit G un
BTSHCT (Ok) de signature (p-, qr)r. Supposons que,
qr

1 1
HaT(G) < Wmln(g, 1 + KT — E)

Alors il existe CT < G[p"] un sous O/p™-module de G. Supposons de plus que
1+ K, 2q;,

(H3) pQﬁTl <1+ K, e Ha (G)< STy Sy B Yy
Alors

1 C?(Oy) est un O/p™O-module libre.

2. C?(O) coincide avec le noyau de Uapplication aGmn_% Ho. (G)'

3. On a que,
nK,(p" —1) + nHa-(G) + (p’ — 1) (deg, (C}") +

f
Z degoiT(G[pn]/C;L)pf_z
i=1
nf _
P (@),

pl =1

< nK.(pf —1)+

Ou encore,
f ) f ) pnf -1
Deg, (C") = ;degoiT(Cf)pf_l >n ;min(pr,paiT)pf_l ST Ha,(G).
Et donc en particulier,
nf _ 1
P Ha.(G).

f
degCT = ;degaiT(Cf) > anin(pT,pT,) ~
Notons que,

Ha, (G/C7) = Ha, (G) + (p — 1) deg, (C27) < p™ Ha, (G).

On a de plus les propriétés suivantes,

ot deg, (C7 D))
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(a) CT est un cran de la T-filtration de Harder-Narasimhan de G[p"].

(8) CT est compatible d la dualité; si D7 est le sous-groupe canonique de G [p™], alors
Dr = Cpt.

) Cr[p*] = C5, Yk <.

(d) C"/CE est le sous-groupe canonique de rangn — k de p"~*C},/Cy.

Remarque 8.4. — On aimerait que 'hypothése (H3) ne soit pas nécessaire, remarquons
que c’est le cas si le nombre premier p est assez grand (avec méme borne que pour
I'hypothése (HI)). Si p est assez grand, les hypothéses du théoréme deviennent simplement
Ha,(G) <

1
2p(n—1)f .

Si de plus on suppose que Ha, (G) < ﬁ min(2,1+ K, — 5371), la démonstration
montre (facilement) que C7" est un cran de la filtration de Harder-Narasihman "classique”

de G[p"].
GP vérifie aussi les hypothéses du théoréme puisque Ha, (G) = Ha, (GP).

Démonstration. — On construit C7' par récurrence comme dans [Farll]. Avec la formule
sur le degré pour C1, et la proposition (8.1) toujours par récurrence, on trouve la formule
sur le degré de C7', et donc I'assertion de liberté et le point (2) grace a la proposition 7.7.

Pour le cran de la 7-filtration de Harder-Narasimhan, on procéde comme dans [Farll],
et on sait d’aprés la proposition (7.18) que si,

f .
Z]:l pf ](SquT:qT/
< B) s

pnf_l
pf =1

Ha,(G)

nf_
on a une rupture. En particulier, si n, > 2, on a la rupture, puisque pp_f_ll Ha,(GQ) <
1-— Fll. De plus par cette derniére inégalité, s’il y a rupture, le groupe correspondant est
exactement C, car la deuxiéme partie de la proposition (7.18) s’applique.
1l suffit seulement de montrer que si P = HN,(G[p"]) (non renormalisé, donc a abs-
cisses de ruptures entiéres, et associé a la fonction Deg_), et si ¢ < np, < j désignent des

abscisses de ruptures de P, alors,
1pf —1
fpr—1

Comme dans [Farll], en raisonnant sur un dessin, on voit que si ¢ < np, — 1,

np‘r_i . j_in . n .
——PG) + ———P(i) < = > min(p;,p;/) —
D= tp() + () < S mingpr, )

Ha,(G).

. : !

npr —1 3 — Npr . n .

6) “EP() + I PG) < % Y p! T min(pr, posr) -
J—1 J—1t fj=1

2n.

3f

,T/
Et comme,

pf—1 1 L2
fpf = 1) 2ptn=0F = 3f°
on en déduit que si ¢ < np, — 1 (ousi j > np; + 1) il y a une rupture en I'abscisse np,.

Remarque 8.5. — Ce raisonnement, pour ces ¢, j, marchait en fait aussi avec le polygone
de Harder-Narasihman HNp "classique”, c’est-a-dire associé avec la fonction deg et non
Deg.,.
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Il reste donc le cas n, = 1,4 = np, — 1 et j = np,; + 1. On suppose donc qu’il existe
des ruptures de HN,(G[p™]) aux abscisses np, — 1 et np, + 1, qui correspondent donc a
des groupes D et D'.

Essayons maintenant de montrer (5) avec 7 = np, — 1 et j = np,; + 1, c’est-a-dire
que hto(D) = np; — 1 et hto(D') = np, + 1. Si le polygone de Harder-Narasihman
HN,(G[p™]) a une rupture en np,, c’est gagné (proposition 7.18), supposons donc par
I’absurde que ce n’est pas le cas.

On a que,

D(Oc) = (0/p"O)".
On écrit la suite, exacte en fibre générique,

0 — D[p" ] — D — p"~'D —0,

ot p"~1 D désigne I'adhérence schématique de p"~*D(Oc), c’est un O-module de hauteur
x < p; — 1, puisque hto(D) = np, — 1 et D[p" 1] est de hauteur supérieure ou égale a
(n —1)p,, on a donc,

D(Oc) = (O/p"O)* @ N,

ot N est un O/p"~1O-module (de type fini). Moralement, plus z est petit, plus le degré
de D aussi (puisqu’il est de plus en plus inclus dans la p"~!-torsion de G). On va montrer
qu’il est maximal, i.e. x = p, — 1. Tout d’abord, essayons de minorer deg D. Comme on
a supposé que le polygone HN,(G[p"]) n’avait pas de rupture en np,, on peut donc en
déduire par ce qui précéde sur le degré du sous-groupe C? et la figure 4 suivante, ou la
ligne pointillée représente la polygone minimal qui passe par le degré minimum possible
de Deg, (C") autorisé par le théoréme, et de telle maniére qu’il n’y ait pas de rupture, et
ou (i1, o sont les pentes du polygone p-ordinaire autour de np,. On en déduit donc, en
ayant noté la borne donnée par le degré dans le théoréme,

_bp
§= 1 Ha,(G),
que,
f nf
P ptl -1 1
Deg,. D > p/ T'min(np, — 1, npyi, ) — 2———— Ha.(G) + =,
b ( )= 2L Ha () +
et donc
f nf
. pt -1 1
6 deg D r — 1,npyi;) —2——— Ha, —.
(6) eg >Zm1n(np NPgir) o1 a(G)+f

i=1
Maintenant, on sait aussi que,

deg D < deg D[p" '] + degp™ ' D,
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Figure 4. 7-degré Deg_ minimal de D.

HN/:ford

4 | '
t

np,—1 Nprnp+1

\

et supposons que & < p, — 2. On peut alors majorer (la seconde inégalité étant du a : si
Doir <& < pralors (n— Dpgir < (n—1Dp; <np; — 1 —z),

f
deg D < Y min(np, — 1=, (n — 1)pys,) + min(z, pyi)

j=1
f
< Z min(np, — 1,npgir, (n — Dpgir + )
j=1
f—1
<npr—2+ 2 min(np; — 1, npgir)
j=1

f
< Z min(np, — 1,npgi;) — 1
j=1
ce qui contredit 'inégalité (6), d’aprés 'annexe (A.1). On a donc que = = p,; — 1, et on peut
donc écrire,

D(Oc) = (O/p"O)" '@ N,

ot N est un O-module tué par p"~!, de O-longueur n — 1.

Lemme 8.6. — On a légalité,
D[pn—l] — Cm_l.
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Démonstration. — On a que,
deg D < deg D[p"~ '] + deg(p" ' D).

Or ce dernier module est de p-torsion et hauteur p, — 1, on a donc que,
deg(p"~'D) < Zmln —1,pgir),

et donc,
deg D[p" '] = deg D — me r— L, pgir).
On en déduit en particulier en reprenant la minoration de deg D (6), que,

degD[pnil Z min(np, — 1,npgi;) — 2];]0 1

Ha,(G) + = —Zmln

nf 1 1
p
o1 Ha,(G) + 7

f
= Yl )prs (= pair) =2

On peut donc utiliser la proposition (A.2) avec C~1 et D[p"~!], puisque,

- f . p(n—l)f -1
degC ™" > ; min((n — 1)pr, (n — 1)pgirs) — 1 Ha,(G),
et on vérifie (voir annexe (A.1)) que,
(n—=1)f _ nf _
pl—=1 2ptf  Tpl—12pntf f
Comme p(®»~ 1 D est un O-module de hauteur p, — 1,
f
Deg, (p" D) < Z “Imin(pr — 1,ppir).

On en déduit (utiliser la croissance par déformation de Deg_),

Deg_ (D) < Deg_(D[p"']) + Deg_(p" ' D) =
—(n—1)Ha,(G) — (p/ — 1) (deg, (C}P) + -+ + deg, (C27>P))

[(n — 1) min(pr, Pyir) + min(pr — 1, pyis)]

H Mx

—f<n71)HaT(G>f(p -1) (degf(cl”% S+ deg, (C22P))

+ Z p nmln pﬂ—apa 'r) - 51)(,717-31)7']

55

-1 pal'r)
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En appliquant cela & GP et D't on trouve que,

Deg, (D') < Deg, (G[p"]) = 3,p"~ (ng: — 1) + Deg, (D)
< (0= D (G) = 0 = 1) doe(OFP) -+ dog (O 7))

+ Zp [npyir —ngr + 1+ (n — 1) min(gr, ¢pir) + min(g, — 1, ggis)]

= —(n —1)Ha,(GP) = (p/ — 1) (deg, (CHHP) + -+ + deg, (C7~>HP))
/

+ Z ! T npyir + npr — (n — 1) max(pr, Pyis) + max(py, pyir) + 1 — 8q.; >q.]
j=1

—(n—1)Ha, (GP) — (p” — 1) (deg, (C1-P) + - + deg, (CT~2HP))

+ Z pfii[n min(pﬂpai‘r) +1-— 5(1(,]'7_2(17]
j=1

Et on en déduit que,

f
DegT(D) + Deg‘r 2 277’ mln(p‘rvpa 7') +1- 5110]',.2!11— - 51051'1—2177)

—2(n —1)Har(G) — (p” —1) (deg,(C17) + degT(c;vi’D) + -0+ deg, (C772P) + deg, (CF2HP)) .
Remarquons que deg, (CZ+P) = deg (CIP).
Comme
f .
Deg,(C) = n Y min(py, poi,)p’ ' —nHa, (G)—(p! ~1) (deg, (C}P) + -+ + deg, (C7~1P))
i=1

pour montrer (5) il suffit de voir que,

f .

Z pf_] ((SquT?qT + 5qgj7<q7 —1) > Ha, +(pf — 1) deg, C:L_LD»
=1

C’est-a-dire comme n, = 1 (le pire cas dans la formule précédente),

% > Ha, +(p/ —1)deg, C" 1P = Ha,(G/C"71).

Mais comme on a supposé que Ha, (G/C?~!) < p("~Y/ Ha, (G) < 1 pour pouvoir faire
la récurrence, c’est gagné, il y a donc une rupture de HN,(G[p™"]) en l'abscisse np,. O

Remarque 8.7 — Les sous-groupes de la filtration canonique n’existent a priori qu’au
dessus de O[1/p], mais le fait qu’ils correspondent a une rupture Harder-Narasihman va
permettre de les redescendre.

On en déduit le théoréme final,
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Théoreme 8.8. — Soit G un O-module p-divisible tronqué d’échelon n + k sur Spec(Ox ) de
signature (pr, qr )+, 08 k = max, k.. Supposons que

2q,

T

p>max{1 :T7€Z,qr # h} + 1.

Supposons de plus que,

1 qr
P D7 > r p_l),VTeItelsquengé{O,h}.

Alors il existe une (unique) filtration, appelée filtration canonique, (Fil; G[p"])rez de G[p"]
par des sous-O/p™ -modules finis et plats de G[p™], dont les inclusions sont données par,

(H,)  "Ha(G) <

min(

Fil. G[p"] c Fil» G[p"] si et seulement si p, < p,,

telle que pour tout T,
hto Fil G[p"] = np; = nh — ng,,
et pour tout T,

! f o opnf -1
Deg, (Fil- (G ;p “‘deg, .. (Fil, G[p"]) = n;min(pT,paiT)pf_z— o1
Et donc en particulier,
: -1
degFil; G[p Z deg, . (Fil, G[p"]) = anln(pT,pT/) Ry Ha,(G).

T

De plus Fil, G[p™] coincide avec le noyau de o Le cran Fil.(G[p™])

G[p™],7,n— 7”:ff:11 " Ha(G)"
est de plus un cran de la 7-filtration de Harder-Narasihman de G[p™], et donc la filtration

canonique est compatible @ la dualité, a la p* -torsion (k < n) et aux quotients.

Remarque 8.9. — Lhypothése (H,,) est simplement # Ha(G) < ﬁ lorsque p est
assez grand.

Démonstration. — Llexistence des sous-groupes Fil. (G[p"]) est assurée par le théoréme
(8.3), ainsi que les propositions sur les degrés, les hauteurs, I'application de Hodge-Tate
et la 7-filtration de Harder-Narsihman. Il ne reste donc plus qu’a montrer les inclusions,
mais cela découle de la Proposition A.2, cf. [Bijb], puisque I'on peut majorer,

nf—1 2
p
Ha,(G) < -,
o1 Ha (G) <5
et donc si pr < p, on vérifie que
. X 4
deg Fil, (G[p"]) + deg Fil, (G[p"]) > HN*~°"(np,) + HN*~°"(np,,) — 3

et donc la proposition assure que Fil.(G[p"]) < Fil./(G[p™]). Dans le cas o p, = p,s
avec 7 # 7' il suffit de vérifier que,

deg Fil. (G[p"]) + deg Fil.(G[p"]) > 2HN*""4(np,) — 2,

mais la méme minoration que précédemment s’applique, et donc Fil (G[p"]) =

Fil, (G[p"]). O



58 VALENTIN HERNANDEZ

9. Application aux familles

On fixe p un nombre premier, O les entiers d’une extension non ramifiée de Q, et
(pr, ¢r )+ une signature telle que,

2q,
> :Tel h 1.
P maX{1+KT T€Z,qr # h} +
Théoreme 9.1. — Soit K une extension valuée compléte de valuation discrete de Q, et X un

Spt(Ok)-schéma formel topologiquement de type fini, sans p-torsion, et réduit. Soit G — X
un O-module de Barsotti-Tate de signature (pr,q. )., tronqué d’échelon r > max, k, + n.
Posons

1 1 2%,
€n min(=,1 + K, — %),VT € T tels que g ¢ {0, h}.
p—

~ pn—DFf 2’

Soit U = %Zi%(eil) le voisinage strict du lieu ordinaire de X" ou le ji-invariant de Hasse

est strictement plus petit que . Alors il existe sur U une filtration par des sous O-modules
(Fil G™9[p"]), de G™I[p"]|ur tel que,

1. Fil, G™9[p"] est localement —pour la topologie étale- isomorphe é (O/p"O)Pr.

2. Sip; < prr on a une inclusion Fil, G"9[p"] < Fil,» G"™9[p"].

3. En tout point de U, la fibre de Fil, G™9[p"] coincide avec le cran de hauteur np; de la

T-filtration de Harder-Narasihman de la fibre de G™9[p"].

La filtration précédente est invariante sous Endo (G), et si de plus G est muni d’une polarisation
compatible d O, \ : G — GP, telle que AP = e\, poure€ O%, alors la filtration précédente
vérifie en plus que chaque Fil, GT™9p"] est totalement isotrope sous U'accouplement G™9[p™] x

GI[p"] — O/p"O(1).

Démonstration. — On utilise le théoréme 8.8 et le théoréme 4 de [FarlO] qui nous per-
mettent de mettre en famille chacun des groupes Fil.(G[p™]) sur un éclatement formel
admissible 2) de X. Il faut prouver néanmoins que cela reste une filtration, puisqu’a priori
on a plusieurs filtrations de Harder-Narasihman en jeu, mais on peut refaire comme dans
la démonstration du théoréme 4 de[Farl0] : Soit 7,7’ tels que p, < p,, alors considérons
le morphisme de 2)-schémas en groupes,

Fil, G[p"] — G[p"] — G/Fil G[p"].

Il est nul en tout point de "9 = X", mais comme Fil, G[p"] et G/Fil,» G[p"] sont
localement libres sur 2) qui est réduit, le morphisme est nul. Donc on a bien la filtration
voulue. O

9.1. Déformations de Frobénius. — Reprenons les notations du théoréme principal 8.8.

Proposition 9.2. — Soit K /Q, une extension finie, et G/ Spec(Ok ) un O-module p-divisible
tronqué d’échelon k + f. Notons pour tout T,

rr = |{T/€I G < QTH'
Supposons

1 2
min(-,1 + K, — I

(Hy)  "Ha(G) - —

1
<W 1),VTEItelsqueqT¢{O,h}.
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Alors le sous groupe K1 = >._Fil.(G[p’])[p""] déforme le noyau de F¥ de G[p’] @ F, c’est
a dire que,
Ki ®o, F, = Ker F7.

Démonstration. — Soit 7€Z. Soit u une variable et notons (M, ¢) le module de Kisin de
H! < G[p] sur k[[u]]. On note ¥ le linerarisé de ¢, et on décompose M = _M..
D’apreés la théorie des diviseurs élémentaires, il existe une base (e1,...,e, ) de M, telle
que (u®eq,...,u%re,_ ) soit une base de p# (M,-1,) ou 0 < a; < e. Alors,

deg, H; = deg, (M, ¢) Z a;.

Or on sait que
degTH1 > pr — Ha,.

On en déduit donc que a; > e(1 — Ha,) pour tout i. On a donc que u*'~H2+) divise

©#. Or on sait que pour tout 7’ tel que ¢,» < ¢, on a deg,, H, > p, — Ha,(G), et donc
ue(l—HaT) #

divise 7, pour tout 7’ tel que ¢+ < ¢,. Donc si on regarde le module de Kisin
(M, ) de HY, la matrice de 3/ (mod u) - qui correspond au module de Dieudonné de
H! ®TF, - est divisible par p'~ et donc H[p""] ® F,, = Ker F/. On en déduit donc que

K1 ®F, c Ker F/ (dans G[p/] ® F,), mais ils ont méme hauteur. O

Remarque 9.3. — Le méme résultat reste vrai sous ’hypothése (H,,r) avec
Ky = Y Fil (G D] < O]

qui déforme alors Ker F™/, au sens précédent.

La preuve laisse entendre que le résultat est probablement vrai seulement modulo
, puisque chaque p# est nul modulo u¢(1~Har)
pas clair & ma connaissance qu’il soit possible de relier, pour H/Spec(Ok) un schéma en
groupes, H ® O /p* (w < 1) avec M @ W (k)[[u]]/uc". Si tel est le cas, la démonstration
précédente devrait s’adapter.

Le méme résultat avec K/Q, une extension quelconque (e.g. K = C) est encore vrai.
On devrait probablement pouvoir faire une preuve similaire en remplagant W (k)[[u]]
par Acris, malheureusement il semble qu’une théorie des modules de Breuil-Kisin sur
Acris/Oc comme présentée dans [Farl5, Laul6] ne concerne que les groupes p-divisibles,
éventuellement tronqués, ce que ne sont pas les crans de la filtration canonique... Néan-
moins on peut obtenir le résultat par un argument de familles.

pl—maxs Har . Malheureusement, il ne semble

Proposition 9.4. — Le résultat précédent vaut encore pour toute extension valuée K/Q, (en
particulier K = C).

Démonstration. — Soit w’ > #Ha(G) qui vérifie encore (Hy), et soit X, Pouvert de
Pespace rigide X" (ou X est la présentation du champ BT f) sur lequel # Ha < w/, et
soit G[p’] la p”-torsion du groupe universel. Comme w’ vérifie (H ), d’aprés le théoréme
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9.1, il existe une filtration de G[p/] par des schémas en groupes finis et plat, et on a donc
sur X,y un O-module fini et plat,

Ky = Y Fil.(Gp'])[p] = G[p'].

De maniére équivalente, il existe X, un ouvert d’un éclatement formel admissible de X
sur lequel K s’étend en un schéma en groupe fini et plat. Le groupe sur Spec(Ok) de
I’énoncé, avec donc # Ha < w’, définit un Ok -point de X, et donc un E-point T de
X @E- Or sur X, ®IF7,, on a deux schémas en groupes finis et plats, K ®IF'7, et Ker Ff,
le noyau du Frobenius itéré f-fois de G[p] ® F,, dont on sait de plus qu’ils sont égaux
sur la réduction a F,, des points de X,,/(Q,). Or la réduction X, (Q,) = Xw(0g;) —
X (F,) est surjective, donc (K1)z = (Ker Ff)z. O

Remarque 9.5. — On peut vérifier (déja dans le cas p-ordinaire) que [, n’est pas un
cran de la filtration de Harder-Naraihman de G[p™/].

Appendice A
Quelques calculs

Lemme A.1. — Soit p un nombre premier, et n, f € N*. Alors on a légalité,

p=Df _1 1 +2p"f—1 1 —lgl

pl=1 2pn-tf  Tpf—12pmlf f
Démonstration. — Cela revient a I'équation,
P = 12t -1 = LR nrpr -y <o

donc,

Qpnf(u —1) —p" V(1 4+ 2%) +3>0,
c’est a dire,

p(n—l)f(2pf_f3f_1) +3=0,

mais comme 2p/ > 3f + 1, on a bien la majoration voulue. O

Proposition A.2 (Bijakowski, [Bijb] proposition 1.25). — Soit D,C < G[p"] deux sous-
O -modules de O-hauteurs respectives d < c. Supposons que

deg D + deg C > Z (min(np,,d) + min(np,,c)) — |{7' : d — 1 < npy < ¢},

alors D < C.

Démonstration. — Notons h = hto(D nC). La O-hauteur de D+ C' est alors d+c—h >
h. On a alors,

deg(D + C) < Z min(np,,d+c—nh), et deg(DnC)< Z min(np,, h).
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On peut alors écrire,
deg D+deg C < deg(D+C)+deg(DnC) < Z 2np, + Z (npr + h)+ Z (c+d),
T'EA T'eB T'eC
ou A= {r":npy <h},B={r":h<npr<d+c—h},etC={r":np» =d+c—h}.
Mais si D ¢ C, alors h < d — 1, et on en déduit donc,
deg D + degC < Z (min(np,/,d) + min(np,r, c)) — {7 : d — 1 < np,» < c}|.

’

.
Ce qui contredit I’hypothése de I’énoncé. O
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