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CORRIGE DE LA FEUILLE 5

0.1 Forme algébrique et trigonométrique des complexes

Exercice 1. 1. Pour mettre un nombre complexe z sous forme trigonométrique,
z

on peut calculer le module de z, puis considérer —| qui est un nombre
z

compleze de module 1 et peut donc s’écrire € pour un certain angle 6
a déterminer. On obtient alors z = |z|e® sous forme trigonométrique.
Ainsi [1+iV32=1+3=4=22 et

1+4vV/3  14+4V/3 1 /3 ™ .. (T iz
. = :f+z—:cos<—)+zs1n(—):e3.
114 iv/3| 2 2 2 3 3

Donc .
14iv3 =23,

142 ™ T -
De méme, |1 +1 =2 etona :cos<—)+isin<—) =¢e'a.
| | V2 4

144 =2,

D’ou

2. Pour calculer la forme algébrique de Z, on multiplie le dénominateur
par son conjugué pour obtenir un dénominateur réel:

3 (V3 (- 14VE -1+ V3
A G R e B )

VA

Pour calculer la forme trigonométrique de Z on utilise les formes
trigonométriques du numérateur et du dénominateur calculées en 1.
ainsi que les propriétés de l'exponentielle (proposition 5.10 du cours):

iz
V2eit
3. La forme trigonométrique de Z = \/2€'tz = V2 (cos(5) +isin(55))
nous permet par identification des parties réelles et imaginaires d’écrire
que

_ Re(Z)

T Im(2)
2=/ :

V2

et sin(l) =

cos( 13




L’écriture de Z sous forme algébrique nous permet de conclure:

T 114v3 V2446

coslz) = 52 1
et
T, 1 —1+\/§_—\/§+\/6
W) =s T T

4. Pour trowver la forme algébrique de Z'°% on commence par utiliser
la forme trigonométrique de Z:

. 1000 1000 -
71000 _ (\/iez%> — 9190 i10007;

Or 1000 = 16 + 12 - 41 - 2 donc 10005 = 167 4 124127 _ dm 4 47 . o

Z1000 _ 9500i% _ 9500 <cos <4;) +isin (4‘;>)

_ 9500 (_; B Z?) _ 9490 _ ;0499 /3

et donc

qui est la forme algébrique de Z'000.

Exercice 2. 1. Attention, il y a une coquille dans les majuscules de z1
et z9 dans ’énoncé.

Si z1 = a +ib, alors |z1|> = a® + b> = Ni. De méme on a Ny = |z|?.
2. D’apres 1.,
NNy = |21 2] = (|21 - 22])°

= (Re(z1 - 22))" + (Im(21 - 22))°

est bien une somme de deux carrés d’emtiers, puisque le produit de
deux nombres complexes a parties réelles et imaginaires entieres est un
nombre complexe a partie réelle et imaginaire entiéres. On peut étre
plus précis et les calculer:

2121 = (a +ib) (¢ + id) = (ac — bd) + i (ad + be)

Donc
NiN; = (ac — bd)? + (ad + be)? .



8. Supposons que N est la somme de deux carrés.
On peut procéder par récurrence.

La propriété est vraie pour p = 1 par hypothése. Supposons la propriété
vraie au rang p et montrons la au rang p + 1. St NP est sommes de
deux carrés, alors NPT = N . NP est un produit de somme de deux
carrés et d’apres 2. est aussi une somme de deux carrés. La propriété
est vraie au rang p+ 1 et donc pour tout p € N*,

Exercice 3. Ecrivons la forme polaire de /3 + i (qui est de module 2).
3 1 ;
v§+i=2<é+;>:2aﬂﬁ

Alors pour tout n € Z ‘
(\/§+ l)n _ 2nem7r/6.
o (V341)" est un réel si et seulement si e"™/6
ngm € Zm. C’est le cas pour n € 67Z.

est égal a1 ou —1, ie st

o (V34 i)™ est un imaginaire pur si et seulement si enim/6

ou —i. C'est le cas sing € 5 + Zm ien = 3+ 6.

est égal a i

Remarque. On pouvait deviner ces résultats en regardant le cercle trigonométrique.

0.2 Racines carrées et racines de polynones de second degré

Exercice 4. Indication: Relire bien la démonstration de la proposition
5.7 du poly, et adapter le calcul selon les cas.

e Calcul des racines carrées x + iy de z = 15 — 8i.
Les trois équations a résoudre sont 2% —y? = Rz = 15, 22 +y? = |z| =
V152 + 82 = V172 = 17 et 2xy = Sz = —8 (cette derniére donne en

particulier que x et y sont de signe opposés). Ce qui donne donc

15+ 17 [—15+ 17
r=+ ‘5 —+4 et y=7F %:;1.

Ainsi, les racines carrées de z sont 4 — i et —4 + 1.

o Calcul des racines carrées x + iy de z = 1 + /3.

La forme trigonométrique de z est z = 2e'™/3. On en déduit les deux

racines carrées

ﬁei”/6=f<\[+ f) :@HQ

2 2 27

et

3/ — £ V2

— .

2



o Calcul des racines carrées r + iy de z = 3 + 4i.
Les trois équations a résoudre sont x> —y? = 3, 22 +y? = 4 et 22y = 4.
Les réels x et y sont de méme signes donc les racines carrées de z sont
les complexes

3+VF+42 [ -34 V342 3+5 . [-3+45
2 e 2 = 2 TV

= +(2+1).

Exercice 5 (A faire entre vous). o Calcul des racines carrrées de z =
9 — 6¢.
Sa partie imaginaire est négative donc les parties réelles et imaginaires
des racines carrées de z sont de signe opposé. Sa norme est égale a

|9 — 6i] = V92462 = V117 = V32 x 13 = 3v/13. Donc z a deux

racines carrées:
\/9+3\/13 \/—9—1—3\/13
+ 5 F 5 .

o Clalcul des racines carrées de z = 4 + 3i.
Sa partie tmaginaire est positive donc les parties réelles et imaginaires
des racines carrées de z sont de méme signe et sa norme est V42 + 32 =
V25 = 5. Donc ses racines carrées sont les complezes

() = (Vi ) == ()

e Calcul des racines carrées de z = 2 + i\/5.
Sa partie tmaginaire est positive donc les parties réelles et imaginaires

des racines carrées de z sont de méme signe et sa norme est \/ 22 + V5% =
V9 = 3. Donc ses racines carrées sont les complexes

() ()

Exercice 6. e Résolution de I’équation 2* — 2iz — 1 +2i =0 (Er).
Calcul du discriminant

A= (21')2 —4(=1+2i)=—-4+4—-8i=—-8 = _Re—im/2,

Une racine évidente est 2v/2e~ /4 = 24/2 <T — 7) =2—2i. Ce qui
donne alors les deux solutions
—(—2¢ 2— 29
1 = ( Z> - ! = 17

2



et
—(—2t) — (2 —2¢ 20— 242
= ( 2)2( z): i 2+ z:_1+2i‘

e Résolution de l’équation iz + (41 —3)z+i—5=0 (E2).
Calcul du discriminant

A = (4i — 3)* — 4i(i — 5) = —3 — 4.

Sa norme vaut 5. On en déduit une racine carrée § de 6,

- NP iV
(5 \/ 9 2 9 1

On en déduit alors les solutions complezes de (Es):

—(4i—-3)4+1—-20 3—4i+1—-2i 4—6¢ )
= = = = — —2
“ 2 2i 2% 3= 2%
et
—(4i—3) — (1 —2i9) 3—dt—1+20 2—2 )
Z9 = - = - = — =—1—1.
21 21 21

e Résolution de l’équation 2*> — (7 +i)z + 12+ 3i =0 (E3).
Le discriminant

A= (7T+19)?—4(12 + 3i) = 2i,

qui a pour racines carrées 1 + i et —1 — 4. On en déduit alors les
solutions complexes de (E3):

—(—(T+i) + (1 +i) _8+2i

z1 = > g = 4+,
et ) )
by = —(—(7—}—2) —(1+1) _ g _3
Exercice 7 (A faire entre vous). o Résolution de l’équation:
22— 2+ % =0 (ex7-1)

Le discriminant )
A=1-41=1-2
2

On en déduit une racine

5_\/1+¢5 .V—lwé
- 5 ! 2

5




Ce qui donne les solutions complezes de (ex7-1):

IR R A s e v
21 = = —1
T 2 2
et
1-6 1 1+2\/5 w _13\/5
29 = = 7
2T 2 2
Résolution de ’équation:
22— (3—-i)z+4—i=0 (ex7-2)

Le discriminant
A=(3—4)2—4(4—i)=—2(4—1),

On en déduit une racine

5:\@{\/“2“?\/—42\@} — a4 VIT— iy VT,

Ce qui donne les solutions complexes de (ex7-2):

3—i+d 3+v4 17 /
o = tto S+ 2-1-\/»_1.(1_’_ —4+\/ﬁ)7

2

et

S S A - V4+mf¢(1—\/—4+\/ﬁ).

2 2

Résolution de ’équation:
iz2 +(1+i)z+1=0, (ex7-3)
On remarque que i et —1 sont racines immédiates et on factorise:

i22 +(1+i)z+1=i(z —i)(z+1).

Exercice 8. e On factorise:

az? +bz+c=a(z —21)(z — 22) = az® — a(z1 + 22)2 + az 29,

et on identifie les coefficients (ce qui est possible comme a ne s’annule
pas!)



o On applique la formule a l’équation:

22 — 2isinfz — 1 =0, (ex8-1)
ce qui donne:
N 0i sinf 21 =€, zp=eV 21 =€, zg=eV
21 + 22 = 2isin
e ) i(sin(p) + sin(v)) = 2isinf = { sin(u) = siné
2129 = —
2 ut+v=m ut+v=m
On obtient finalement,
2] = ew, 29 = —e™,

e On applique la formule a ’équation:

1

22— ez 4 3 sin(20) = 0, (ex8-2)
ce qui domne:
21+ 290 = et?
;. . . 10 g—i0 40 _ o—if 0 | o—i0 4i0_ ,—if
2122 = % sin(20) = icosfsinf = i€ =3 e 57 T = e 5 :
On obtient finalement,
¢l 1 =i il _ =i
n=—y = cos(0), z2 = —s = isin(0).

0.3 Racine n-iéme

Exercice 9. 1. D’aprés le cours, les racines 5-ieémes de 'unité, i.e. les
solutions de 2° = 1, sont

62z7r/5, 64171’/5’ 66171'/5’ 6817r/57 1 = elO'm/E)'

2. D’apres le cours, il suffit de choisir une racine de 27 = —i (une solution
particuliére!) et de la multiplier par les racines 7-iéme de l'unité. Une
racine particuliére est évidemment i. On en déduit que les racines de
Uéquation 2" = —i sont

7:62”1—/7, 1:647,71'/7’ 7:66”1—/7, 1:687,71'/7’ 7:610”1—/7, 7;612“1—/7, ’L

Notez que comme t = e’r/Q, on peut réécrire cette liste

ellwr/147 615171'/14’ 61917r/14’ 623z7r/14’ 627Z7r/14, 631171'/14 — e3z7r/14’ i



3. On écrit (1 —|—Z\/§) = 2(% +Z§) = 261'7"/3} donc (1 + Z\/§)4 — 16edm/3,
Une racine 5-ieme particuliére est alors

0= 165 edim/15

L’ensemble des solutions de z° = (1 +iv/3)* est donc

20720622w/5’Z064z7r/5 20 6627r/5 p e817r/5’

que l'on peut réécrire,

1oy 1 . 1 . 1 X 1 )
163€4Z7T/15, 1656101#/15’ 163616”r/15, 165622”r/15, 16582&7‘—/15.

4. Comme pour la question précédente commengons par écrire

(1+iV3)* = 16¢*/3

et
(1+1)° = (V2e'™/*)? = 2
on cherche donc les racines T-iemes de 8e4™/3=1m/2 — 8¢5im/6 [Ipe
racine particuliere est donc zg = 8Y/7eP™/42  [ensemble des racines
est donc
20,20627,#/7 p 64Z7r/7,20€6”r/7 20 e8171'/7 20 elOZTF/7 P 61217r/7’

que l'on peut réécrire

RU/TEHin/42 Q1/T 1Tim/42 g1/T,29im/42 g1/T Alin/42 Q1/T,53im/42 g1/7,65im/42 g1/7,T7im/42,

Exercice 10. °

[ J
Exercice 11. 1. D’apres le cours, les racines de 27 — 1 sont

20 = e2z¢r/7’ 64Z7T/7, 66z7r/7’ 68171'/7’ 61017r/7’ 612171'/7’ 1.

2. On reconnait les termes d’une suite géométrique de raison zy # 1, on

a donc
6
> ==
— 20— 1

putsque zg =1.



3. On calcule,

6
A—i—B:Zzg:—l
k=1

d’apres la question précédente. De plus, on développe
AB=3+z+22+23+25+20+25=2
encore d’apres la question précédente.

4. Le polynome de degré 2,
(X —A)(X -B)=X?-(A+DB)X + AB,
qui a pour racine A et B s’écrit donc
X+ X +2.
On peut aussi calculer ses racines directement :
A=-7=(ivV7)?
donc les racines sont

—1—iV7 i —14iV7
:7’ 2:7.

A1 2 2

On a donc{A, B} = {z1, 22}, reste a savoir si A = z1 et B = z3 ou A =
zo et B = z1. Regardons les parties imaginaires. La partie imaginaire
de z1 est négative et celle de zo positive. La partie imaginaire de A =
20 + 22 + 23 est elle aussi positive : zg = e*™/7, donc 24 = ¥7/T =
—e™/T Donc im(zg + 23 + 28) = sin(21)7) + sin(47/7) — sin(n /7).
Or sin est croissante sur [0;7/2] et positive sur [0,7] donc im(A) >
sin(4w/7) > 0. Donc A = z9 et B = z;.

Exercice 12. 1.

2.

SR



0.4 Pour aller plus loin

Exercice 13.
Exercice 14.

Exercice 15. 1. Les racines n-ieme de l'unité, c’est-a-dire les solutions

de l’équation z" = 1, s’écrivent wp, = e n  avec k entier, 0 < k < n—1.
n—1

On propose une premiére méthode pour calculer H W -

k=0
On remarque d’abord que wy = wf. On a donc :
n—1
Hwk = Ixw Xw?xwdx--xw!
k=0

Wit 23+ tn=1

M 2ir n(n—1)
= w 2 =en z
— eiﬂ(nfl)
= (-
(Une deuxieme méthode, un peu hors-programme, consiste a factoriser
n—1 n—1
2" —1= H(z —wg). On fait z =0 et on obtient —1 = H(—wk) =
k=0 k=0
n—1
(=1n)" H wy, et le résultat.)
k=0

2. On écrit pour p entier :

n—1 n—1 )

kp i 2Tk
E wy = g (e )"
k=0 k=0

On reconnait une somme dont les termes sont en progression géométrique.
1l y a deux cas suivant que la raison vaut 1 ou est différente de 1.

. . . ; 2pT
ler cas : si p est un multiple de n alors la raison €' » wvaut 1 et la
n—1
somme vaut g 1=n.
k=0

2e cas : sip n'est pas un multiple de n, on utilise la formule bien connue
d’une somme de termes en progression géométrique et on obtient :

—1 . 2pm .
n J2pm (61 o )n -1 el2p7r -1
n = = = 0
Z(e ) i 2pm ; 2P :
=0 e —1 e n —1

10



3. On utilise la formule du binéme de Newton (a+b)" = Z <n> Jpn=i,
J

vraie pour tous réels ou complexes a et b et tout entier naturel n . On

J=0

en déduit :
n—1 n—1 n n
i
St = (X (5)eb)
k=0 k=0 " j=0 \/
n <n> n—1
= > (5) ()
— . (_,Jl
=0 M/ M=o
n—1 )
Or le terme entre parenthéses Zwlfj est nul sauf lorsque j est un
k=0

multiple de n auquel cas ce terme vaut n (voir la question précédente).
Mais j varie entre 0 et n. Donc le terme entre parenthéses est nul sauf
sij=0ouj=mn. On a donc :

n—1
kz_o(wlf +D)" = (73)11 + (Z)n = 2n.
Exercice 16. 1.

2.

Exercice 17.
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