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Feuille d’exercices 5

Applications linéaires

Exercice 5.1.— Définition algébrique de la linéarité

1. Soit E = M3(R) V'espace des matrices réelles carrées de taille 2. Pour M € E on pose

= (3 Yl 2)

a. Montrer que ¢ : F — E est linéaire.
b. Montrer que (; ;) est un point fixe de ¢, c’est-a-dire ¢p(A) = A.

2. Soit E l’espace des fonctions polynomiales sur R de degré < 2. Pour P € E on pose ¢(P) =
(P(1), P'(2)).
a. Montrer que ¢ : E — R? est linéaire.
b. Calculer ¢(P) pour P(t) =t — 1 et pour P(t) = (t — 2)?. Existe t-il un polynome P de
degré < 2 tel que P(1) =1et P'(2)=—17
3. Soit E l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R. Pour f € E on pose ¢(f) = fol f(t)et dt.
a. Montrer que ¢ : E — R est linéaire.
b. Donner deux applications affines f : [0,1] — R distinctes qui sont dans le noyau de ¢.

Exercice 5.2.— Application linéaire associée 4 une matrice.
Soit f : R* — R3 I'application linéaire X +— AX, ot A est la matrice suivante :

1. Pour (x,y, 2,t) € R* quelconque donner I'expression de f(z,y, z,t) € R®.
2. Déterminer une base de Ker(f) et une base de Im(f). L’application f est-elle injective ? surjec-
tive 7

3. Soit E le sous-espace vectoriel de R* engendré par u; = 3e; — e3 et us = es — e4. On pose
F = f(E) = {f(u).u e B}.

a. Montrer que F est une droite de R3, et en donner un vecteur directeur vg.

b. Déterminer une base de D = E N Ker(f) et montrer que la droite D’ de vecteur directeur
u1 est supplémentaire de D dans F.

Exercice 5.3.— Utilisation de la matrice d’une application linéaire.
On considére Papplication linéaire f : R* — R* définie par

flzyy,2,t) = Br+4y+2z+t, 2 4+2y—2z—t, —x—y+32+2t, 2z —y+1).

Soit A la matrice de f dans la base canonique.
1. Déterminer A.

2. Montrer que I'image par f de la famille ((1,0,1,-1),(0,—1,1,—2)) est liée. En déduire que f
n’est pas injective. L’application f est-elle surjective ?



3. Le deuxiéme vecteur-colonne est-il combinaison linéaire des troisiéme et quatriéme vecteurs-
colonnes ? En déduire rang(f). Le premier vecteur-colonne est-il combinaison linéaire des trois
suivants 7

Exercice 5.4.— Matrices qui commutent avec une matrice donnée.
Soit M2 (R) lespace vectoriel de toutes les matrices carrées 2 x 2, et soit A la matrice carrée

2 3
A= (1 2) |
On veut étudier ensemble E des matrices M € Ms(R) commutant avec A, c’est-a-dire telles

que MA = AM. Pour cela on introduit 'application g : M2(R) — M2 (R) définie par f(M) =
AM — MA.

1. Montrer que g est linéaire. Donner sa matrice dans la base vue en cours de Ms(R).

2. Montrer que E = Ker(g).

3. Montrer que les deux matrices 5, A sont dans E. En déduire que dim Ker(g) > 2.

4. Déterminer une base du noyau Ker(g) et en déduire les valeurs de dim Ker(g) et de rang(g).

5. Prouver que A? est dans Ker(g) et en déduire que c’est une combinaison linéaire de I et de A.
Donner une base de Im(g).

Exercice 5.5.— * Application linéaire dans ’espace des matrices
Soit A la matrice carrée
1 2
=2 3)

et f l'application linéaire de Ms(R) sur Mo (R) définie par : f(M) = A M, pour toute matrice
M € M2(R). Donner une base de Ker(f) et de Im(f).

Exercice 5.6.— * Multiples d’une matrice
Soit M3(IR) I'espace vectoriel de toutes les matrices carrées 2 x 2, et soit A la matrice carrée

A:

=N N
N B W

1
2
1

On veut étudier ’ensemble E des matrices M € M3(R) multiples de A (& droite), c’est-a-dire
telles qu’il existe une matrice @ € M3(R) vérifiant M = AQ. Pour cela on introduit application
f: M3(R) - M3(R) définie par f(Q) = AQ.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).

3. Montrer que Q € Kerf si et seulement si les trois colonnes de @ sont dans le noyau de
fA X — AX.

4. Donner une base de Ker(f4). En déduire une base de Ker(f).
5. Que vaut rang(A) 7 Que vaut rang(f)?

6. Montrer que M est dans Im(f) si et seulement si chacun des trois vecteurs colonnes de M est
dans Im(A). Montrer que M est multiple de A si et seulement si Im(M) C Im(A).

Exercice 5.7.— Caractérisations d’une bijection linéaire.

1. En déterminant leur noyau, démontrer que les applications linéaires f : R — R™ ci-dessous
sont bijectives, en déterminer leur matrice dans la base canonique, et calculer leur inverse :

f :R? — R2, donnée par f:R3 = R3, donnée par
f(z,y) = (2z — 5y, Tx) flxy,2) = Az +y+4z,3x +y + 42,2+ y + 3z2)



2. En déterminant leur rang, montrer que les applications linéaires f : R® — R™ ci-dessous sont
bijectives, en déterminer leur matrice dans la base canonique, et calculer leur inverse :

f :R?> = R2, donnée par f:R3® = R3, donnée par
f(z,y) = (52 4 3y, 3z + 2y) flay,2)=(@+3y+z2+y+z22+4y—2)

3. Les applications linéaires suivantes sont-elles injectives ? surjectives 7 bijectives ?
[iRP =R f(z,y,2) = (@+y+za—2); [ R?=R% f(z,y) = (z+y,2—y,22+y);

iR =R f(r,y,2) = (x+y+20— 230 +y—2);
R =R flr,y,2)=(x+y—z,2—y+2222+y+2).

Exercice 5.8.— Symétrie par rapport 4 une droite du plan. Dans R? on considére les
deux droites D et A d’équations respectives © — 2y = 0 et 2z —y = 0.

1. Vérifier que D & A = R2. On note s la symétrie par rapport & D paraléllement a A.

2. Que dire de s(s(u)) ? En déduire que pour tout vecteur v’ € R? I'équation s(u) = v’ admet une
et une seule solution. Que dire de Ker(s) ? de Im(s) ?

3. Calculer I'image par s des vecteurs e, es de la base canonique, et en déduire la matrice de s
dans cette base. Pour u = (z,y) expliciter alors s(u) en fonction des composantes z,y.

Exercice 5.9.— Projection sur une droite de I’espace. Soit D C R? la droite engendrée
par le vecteur vy = (1,2, —1). Soit d’autre part P C R? le plan d’équation z —y + z = 0.
1. Vérifier que P @ D = R3. On note p la projection sur D paraléllement & P.
2. Déterminer Im(p) et Ker(p), et en donner des bases.
3. Soit M la matrice de p dans la base canonique (e, ez, e3) de R3.
a. Déterminer p(e1),p(ea), p(es) et en déduire M.
b. Pour u = (z,v, z) expliciter p(u) en fonction des composantes x, y, z.

Exercice 5.10.— Projection dans ’espace des polynémes. A toute fonction polynomiale
P : R — R on associe la fonction ¢ — 3[P(t) + P(—t)]. On note 7(P) cette fonction.

1. Montrer que si P est dans l'espace P, (R) des fonctions polynomiales réelles de degré < n alors
il en va de méme pour 7(P). Ainsi P — w(P) définit une application de P,(R) dans lui méme.
2. Montrer que 7 : Pp(R) — P, (R) est linéaire.

3. Déterminer le noyau de m, ainsi que son image. Quelle est la matrice de m dans la base
(LX,..,X™) de P(R)?

4. Vérifier que 7 est une projection. Déduire de ce qui précéde que tout polynéome P de P, (R) est
la somme d’un polynéme pair et d’'un polynéme impair.

Exercice 5.11.— * Un théoréme de Bézout. On considére les fonctions polynomiales P(t) =
3 —1 et Q(t) = t* + 2 + 1. On veut étudier 'ensemble des diviseurs communs de P et Q,
autrement dit ’ensemble D des polynomes D(t) tels qu’il existe deux polynomes A(t) et B(t)
vérifiant A(t)D(t) = P(t) et B(t)D(t) = Q(t). On note (a,b,c,d, e, , 3,7,9) les vecteurs de R?
et on introduit une application f : R® — P, (I’espace des fonctions polynomiales réelles de degré
< 7), définie par

fla,b,c,d,e,a, B,7,6) = (a+ bt + ct? + dt> + et*) x P(t) + (a4 Bt + 4% + 5t3) x Q(t)
1. Montrer que f est linéaire. Montrer que si un polynéme R(t) est dans Imf alors il est divisible

par chaque polynome D(t) de D.

2. Déterminer la matrice de f dans les bases canoniques.



3. Quelle est la dimension du noyau de f? Montrer que si D(t) € D et si A(t)D(t) = P(t)
et B(t)D(t) = Q(t) avec A(t) = o+ Bt + yt2 + 6t3 et B(t) = a + bt + ct? + dt3 + et?, alors
f(a"b7c7d767 /8’ )_O
4. a. Donner 1e rang de f.

b. Montrer que si R;(t) et Ra(t) sont dans Imf, non nuls, et de degré minimum, alors Ry (t)
et Ry (t) sont proportionnels. Donner un polynéme non nul de degré minimum dans Imf.

c. Montrer que R(t) est dans Imf si et seulement si R(t) est un polynome de degré < 7
divisible par le polynoéme Dg(t) = 1+t + t2.
5. Montrer que Dq(t) est le plus grand diviseur commun de P(t) et Q(t). Soit Ag, By le quotient
de P,Q par Dy : calculer explicitement Ag(t) = ag + Bot et Bo(t) = ag + bot + cot?.
6. Montrer qu’il existe un unique couple de polyndémes Uy(t), Vo (t), avec Uy de degré < 2 =
deg Q — deg Dy et Uy de degré < 1 = deg P — deg Dy, tel que Dy(t) = Up(t)P(t) + Vo(t)Q(t).

Exercice 5.12.— * Interpolation de Lagrange. Soit P3 ’espace vectoriel des fonctions poly-
nomiales réelles de degré < 3. Soient d’autre part a, b, c,d quatre réels distincts. On considére
I'application f : P3 — R?* définie par f(P) = (P(a), P(b), P(c), P(d)).

1. Vérifier que f est linéaire.

2. A quelle condition un polynoéme P € Ps est-il dans Ker(f)? En déduire que f est bijective (on
pourra utiliser le lien entre racines et factorisation). Montrer qu’il existe un unique polynéme Q(t)
de degré < 3 tel que Q(x) = 1+$2 lorsque = 0,1,2,3 (on ne demande pas de déterminer Q(¢)!).
3. Puisque f est bijective, soient Li, Lo, L3, L4 les polynémes de P3 dont les images par f sont
e1,es, e3,e4 (la base canonique).

a. Sans calculer les L; montrer que <= (L1, Lo, L3, L4) est une base de P3. Comment obtenir
les coordonnées de P € P37

b. Calculer f((z — a)(z — b)(z — ¢)) et en déduire Ly. Déterminer de méme explicitement
Ly, Ly, L3. Déterminer explicitement le polynéme Q(t) de la question 2.

Exercice 5.13.— Différentes bases de R2.
Dans R? on considére les vecteurs e; = (1,0),e2 = (0,1),u = (4,3),v = (5,4),w = (6,5) et on
pose :
B = (e1,e2),B = (u,v),B" = (v,w)

1. Montrer que B’ est une base de R?. Donner la matrice de passage P’ de B a B’. Déterminer la
matrice de passage de B’ a B.

2. Montrer que B” est une base de R2. Donner alors la matrice de passage P de B a B’ ainsi que
son inverse.

3. Soit u = (3,2) € R?. Déterminez les coordonnées (x,y), (z/,y’) et (z”,y") de u dans les trois
bases B, B’ et B”. Calculer la matrice de passage de B’ a B”.

Exercice 5.14.— Matrices de passage dans R3.

On note B la base canonique de R>.
1. Montrer que B’ = (u; = (—1,2,3),us = (1,—1,1),u3 = (—1,1,—2)) est une base de R>.
Déterminer la matrice de passage P de B a B’. Calculer 'inverse de P.

2. Soit u = 2u; — 3us + 5us. Quelles sont les coordonnées z’,%’, 2’ de u dans B’ ? Quelles sont les
composantes x,y, z de u? Quel calcul matriciel permet aussi de déterminer x,y, z

3. Soit v = (1,2, 3). Quel calcul matriciel permet de déterminer les coordonnées z’,y’, 2’ de v dans
B’ ? Donner z’,v/, 2’

4. On pose E = Vect(uj,u2). A quelle condition nécessaire et suffisante sur a’,y’, 2’ le vecteur
a'uy 4+ y'us + z'uz appartient-il & E 7 Donner une équation cartésienne de F (dans les coordonnées
€, Y, Z)

Exercice 5.15.— Changement de coordonnées dans R%.



Dans R* soient u; = (1,0,1,1),us = (2,1,0,1),u3 = (1,1, —1,1) et soit E = Vectu, us, us.
1. Montrer que (u1,us,u3) est libre et compléter cette famille en une base B’ de R*.

2. Ecrire la matrice de passage P de la base canonique B a la base B’, et rappeler le lien entre les
colonnes X, X’ des coordonnées d’un vecteur u dans les bases B, B'.

3. Calculer P~ 1.

4. A quelle condition sur les coordonnées zf, x5, x5, 24 d’un vecteur v dans la base B’ a t-on
u € E'?7 En déduire un systéme d’équations cartésiennes de F (aux coordonnées x1,Ts, T3, T4).

Exercice 5.16.— * Matrices de passage dans I’espace des polynomes.
Soit P3 l'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré < 3.

1. On fixe un réel a. Montrer que la famille B, = (t — 1,t >t —a,t — (t —a)?,t — (t — a)3) est
une base de P3 (noter que By est la base canonique de Ps3).

2. Quelle est la matrice de passage P, de la base canonique By a la base B, ? Calculer I'inverse de
P,.

3. Application numérique : déterminer les réels a, b, ¢, d tels que P(t) = 1+t +t2 +#3 s’écrive sous
la forme P(t) = a+b(t+ 1) +c(t +1)? +d(t + 1)3. Retrouver ce résultat par la formule de Taylor
avec reste intégral.

Exercice 5.17.— Différentes matrices d’une méme application linéaire.
On considére I'application f : R? — R? définie par

f(x,y7z)=(:c+y—z,x—y+22)

1. Vérifier que f est une application linéaire.
2. Donner la matrice de f : R?® — R? quand on munit R? et R? de leurs bases canoniques B3, 32.
3. Déterminer rg(f) et une base de Ker(f).
4. Montrer qu’il existe des vecteurs uy,uz,us de R3 tels que f(ui) = (0,0), f(uz) = (1,0) et
f(uz) = (0,1) (avec uy # 0). Vérifier que (u1,usz,u3) est une base B’ de R?, puis déterminer
Mat(f, B — B?).

Pour v = (a,b) € R? quelconque, montrer qu’il existe un unique vecteur u € Vectus, us tel que
f(uw) = v. En déduire toutes les solutions de f(u) = (1,1).

5. Vérifier que B” = ((1,—1),(2,3)) est une base de R?, puis déterminer Mat(f, B> — B").

Exercice 5.18.— On se donne d’une part la matrice
1 2 4
A=[1-1 0 =2
2 -1 3

et d’autre part les familles B = ((1,1,1),(2,1,0),(0,1,1)), B’ = ((1,2,3),(-1,0,1),(1,1,0)). Enfin
on note B3 la base canonique de R3.

1. Vérifier que B, B’ sont des bases de R?.
Soient f : R? = R3,g: R3 — R? les applications linéaires telles que

Mat(f, B®> — B) = Mat(g, B> — B') = A.

2. Pour (z,y,z) € R3 calculer f(x,v,2) et g(x,y,2). Déterminer les matrices de f et g dans la
base 2.

3. Comparer Ker(f), Ker(g) et KerA. A t-on Im(f) = Im(g) ? Comparer rg(f) et rg(g).

4. (%) Soit P la matrice de passage de la base B a la base 5.
a. Déterminer P.



b. Pour tout vecteur u = (x,y,2) de R?, on note X, la colonne des coordonnées de u dans
B3, Y, la colonne des coordonnées de u dans B, et enfin Y, la colonne des coordonnées de u dans
5.

Exprimer Yy(,, puis Yg’ (u)r €D fonction de X, et A. En déduire que pour tout vecteur u € R3
on a Yy(,) = PYy(,). Retrouver alors les résultats de la question 3) sur le noyau et le rang de f et

g.

Exercice 5.19.— Applications linéaires bijectives et matrices inversibles.

Soit f : R?® — R3 I'application linéaire définie par f(z,y, z) = (v+2y+22,22+3y—2z, v+2y-+2).
1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique 5.
2. Déterminer Kerf et rangf. Montrer que f est bijective.

3. Montrer que pour toute colonne Y I’équation AX =Y admet une unique solution X . Montrer
1
que A est inversible et calculer son inverse. Résoudre AX = [ —1
2
4. On consideére les vecteurs u; = (1,2,1),us = (—1,-3,1),u3 = (2,3,3). Soit B’ = (u, uz, us).
a. Montrer que B’ est une base. Déterminer la matrice de passage @ de la base B’ a la
canonique, puis la matrice A’ = Matg f.
b. Pourquoi I’équation A’X’ = Y’ admet-elle une unique solution X', quelle que soit la colonne
Y’ ? En déduire que A’ est inversible.
c. Déterminer l'inverse de A’.

Exercice 5.20.— Formes particuliéres de la matrice dans des bases convenables : rang
et noyau.
1. Soit f : R? — R* Papplication linéaire définie par f(z,y,2) = (x+y+2z,2r+y+32, v +22, 2+
2y + 22).

a. Montrer que rg(f) = 2 et dimKerf = 1. Donner une base (v1,v2) de Im(f). Donner deux
vecteurs u, us de R3 tels que f(u1) = vy, f(uz) = vo. Donner une base (u) de Kerf.

b. On pose By = (u1,us2,u) : montrer que B; est une base de R3.

c. Compléter (vq,v2) en une base de By de R*. Déterminer Matg, 5, (f)-

d. Sion note ai,as,as les coordonnées d’un vecteur u dans By et by, bo, b3, by les coordonnées
de f(u) dans Ba, quelles sont les relations exprimant les b; en fonction des a; ?

2. Soit f : R? — R* une application linéaire. On suppose qu'il existe une base B; de R3 et une

base By de R* telles que Matg, 5,(f) = . Donner alors une base de Imf et une base

o O OO

1 0
0 1
0 0
0 0
de Kerf. En déduire que rg(f) =2 et dimKerf = 1.

Exercice 5.21.— On note B la base canonique de R3. Soit f : R?> — R3 D’application linéaire
dont la matrice dans la base canonique B est

3 2 -1
A=1-2 -1 1
7 6 -1

1. Montrer que B’ = (u; = (—1,2,3),u2 = (2, -3, —2),u3 = (—2,3,1)) est une base de R?. Donner
la, matrice de passage P de B a4 B, puis calculer son inverse P!,

On pose A’ = Mat(f,B').

2. Quelle formule utilisant P, P~! et A permet de calculer A’ ? Déterminer A’ puis calculer A x A.



Exercice 5.22.— Changement de bases Soit B = (u1, us, u3) une base de R? et f I'application
linéaire de R? vers R3 définie par :

f(ul) = —uq + 2us, f(UQ) = —ug + 2us, f(U3) = Uus.

1. Donner la matrice de f dans la base B. Si X = (x1, 72, 73) € R? désigne les coordonnées d’un
vecteur v € R3 dans la base B, quelles sont les coordonnées de f(v) dans B ?

2. Soit F_y = v € R?, f(v) = —v. Montrer que F_; est un sous-espace vectoriel de R®. En donner
ses équations cartésiennes, ainsi qu’une base que 1’on notera V_;.

3. Soit F} = v € R3, f(v) = v. Donner les équations cartésiennes de F, ainsi qu'une base que I’on
notera Vj.

4. Soit V = V_; UV;. Montrer que V est une base de R>.

5. Ecrire la matrice de passage P de la base B vers la base V et calculer P!,

6. Ecrire la matrice de f dans la base V. Que vaut f o f 7 Que dire de f 7

Exercice 5.23.— examen 2015
Soit un parameétre ¢t € R et M, la matrice suivante :

1 0 0
M, =[5 1-3t 2t
5t -3t 142t

1. Pour quelles valeurs de ¢ la matrice M; est-elle inversible 7
2. On note M; la matrice M; lorsque t = 1 et f; application linéaire de R3 dans R3 dont M; est
la, matrice dans la base canonique de R3.

a. Donner une base de ker f1, que ’on notera By.

b. Donner une base de Imf;, que ’on notera Bj.

c. Démontrer que la suite B, obtenue en juxtaposant By et Bi, est une base de R? et en
déduire que ker f; @ Imf; = R3.

d. Ecrire la matrice de f; dans la base B.

e. Que vaut f1 o f; 7 Montrer que f; est une projection.

f. Calculer la matrice de passage, que ’on notera P, de la base canonique & la base B.

g. Quelle relation peut-on écrire entre My, P et la matrice de f; dans la base B?
3. On note M, la matrice M; lorsque t = 2 et f, Papplication linéaire de R3 dans R3 dont M, est
la matrice dans la base canonique de R3. Soit les vecteurs suivants :

Uy = (1,5,5), Ug = (4,67—1), us = (0, 1, 1)

a. Démontrer que U = (uq,uz,u3) est une base de R3.
b. Ecrire la matrice de fo dans la base U.
c. Démontrer que f5 est une symétrie, et déterminer par rapport & quels espaces.

Exercice 5.24.— examen de rattrapage 2015
Soit f l'application linéaire de R3 vers R3 définie par :

(@1, w2, 23) = (201 + 322,21 — 23, —21 — 22 + 33).

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R3

2. Calculer une base de Imf et de Kerf. L’application f est-elle bijective ?

3. Soit v1 = (—1,1,0), v3 = (1,0,1), v3 = (3,2,—5). Montrer que la suite V = (v1, v, v3) est une
base de R3.

4. Donner la matrice de passage de la base canonique vers la base V.

5. Calculer f(v1), f(v2), f(vs) et donner leurs coordonnées dans la base V.

6. Donner la matrice de f dans la base V.



