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Corrigé de la feuille 3

Dimensions etc...

Avertissement On s’apercevra, a la lecture de ce corrigé, que, dans la plupart des cas,
on a commencé a échelonner un systéme avec second membre dés la premiére question
de l'exercice, méme lorsque manifestement ce n’était pas indispensable pour répondre a
cette question en particulier. Néanmoins, dans bien des cas ce calcul s’avére utile pour les
questions ultérieures. Procéder ainsi évite de devoir échelonner une deuxiéme fois le méme
systéme.

Exercice 3.1.— Soit a € R. Soit v; = (1,-1,0,2), v, = (1,0,1,2) , v3 = (1,3,5,7) et
vy = (0,2,3,a) des vecteurs de R*.
1. Pour quelles valeurs de a la famille S = (vq, va, v3,v4) est-elle une base ?
Réponse : La famille S = (v, vq,v3,v4) est une base, si, par définition, elle est libre et
génératrice, c’est-a-dire si

— le seule quadruplet (aq, as, as, ay) de nombres réels solution de 1’équation

a1V + AoUg + a3V3 + G4V = 0

est (0,0,0,0) ;

— pour tout w € R4, il existe un quadruplet de nombres réels (ay, as, as, as) tel que
(%) © w = a1v1 + agvy + azvs + asvy .

Ces deux conditions peuvent également se formuler en disant que le quadruplet solution
de I'équation (x) ci-dessus existe et est unique.
Par ailleurs on peut également justifier que S est une base en constatant que S contient 4
éléments et donc que :

— si c’est une famille libre elle est libre maximale et c’est donc une base ;

— si ¢’est une famille génératrice elle est donc minimale et c¢’est donc une base.
Pour w := (z,y,z2,t) € R I'équation d’inconnues ay, as, as, ay réels

a4V1 + a3 + agvs + agvy = W



équivaut au systéme :

(

ay + as + as = T
N —a; -+ 3(1,3 + 2&4 = vy
4
as + 5(13 + 3@4 = Z
. 2@1 + 2@2 + 7&3 + aay = t
(a1 4+ a2 + a3 = z
- as; + 4daz + 2a4 = T+vy
as + bdas + 3as = z
L Sa3 + aay = t—2x
( ap + a2 + as = T
N as, + 4das + 2a4 = T+y
a3 + a4 = z—T—Y
. 5@3 + aaqy = t—2x
(a1 4+ ay + as = x
= as + 4az + 2a4 = r+y
as + ay = Z—T—Y
\ (a—5)ay = 3x+dy—z+t

Ce systéme est compatible, sans aucune condition sur x,y, z,t si et seulement si a # 5.
On en déduit que S est une base si et seulement si a # 5.

2. Pour les valeurs de a ou S est liée, donner une elation de dépendance linéaire entre ses
vecteurs.

Réponse : On a vu ci-dessus que S est lié si et seulement si a = 5, et dans ce cas le
systéme X équivaut a :

a, + a2 + as = T
as + 4das + 2a4 = r+y
as + a4 = zZ—x—Y
0 = 3z+dy—z2+t

Trouver une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs de S équivaut exactement
a trouver une solution différente de (0,0,0,0) a équation ajv; + asvs + azvs + agvy = 0
ou encore au systéme Y. On constate que (—1,2,—1,1) est une telle solution i.e.

(k%) : —v1+2vy—v3+vy = 0.

3. Quelle est la dimension de E = Vect(S) selon les valeurs de a 7

Réponse : Si S est libre i.e. si a # 5,, par définition méme de £ S est une base de E
si bien que E est de dimension 4.

Sia = b5, en considérant I’équation de dépendance linéaire (*x) ci-dessus on constate que
vy peut s’écrire en fonction de vy, vy et vz si bien que (vq, v2,v3) est une famille génératrice



de E. En considérant de plus le systéme X (et en oubliant sa derniére colonne) on constate
que (v1,vq,v3) est également une famille libre et partant une base de E qui est alors de
dimension 3.

Soit k € R, et e = (4,k,1,3).

4. Pour les valeurs de a ou S est liée, quelles sont les valeurs de k telles que e € E? Pour
ces valeurs de k et de a, exprimer e en fonction de vy, v9, v3 et vy.

Réponse : Dans le cas ou S est lié, i.e. a = 5, on constate que le systéme X est
compatible si et seulement si 3z + by — 2+t = 0. Ceci équivaut au fait, que pour un
vecteur w = (z,y,2,t) € R, il existe ay,as, as, a4 réels tels que

w = a1V + axv2 + asvs

si et seulement si 3z+5y—2+t = 0 ouencore w € E siet seulement si 3z+5y—z+t = 0.
Ainsi e € E si et seulement si

14

3x4d+5xk—143 =0 & d5xk+14 =0 & k = 5

Puisque e € E e est a priori combinaison linéaire de vy, v, v3 et vy. Cependant puisque
nous somme dans le cas ot a = 5, vy est combinaison linéair de vy, vo et vz ; si bien
qu’on peut exprimer e comme combinaison linéaire de vy, vy et v3. Ceci revient & résoudre
le systeme X avecx = 4,y = k,z = lett = 3 :

(a; + as + a3 = 4
as + 4das + 2a4 = 44k
as + a4 = —-3—k
L 0 = 3%x4+5xk—1+3
(CL3 = —-3—k
Ay = 5k+16
& a; = 4 —ag9 — as
= 4—-5k—16+k+3
L = —4k — 9

5. Quand a-t-on e € F pour les valeurs de a o1 .S est libre ? Donner les coordonnées de e
dans S.

Réponse : Lorsque S est libre c’est une base de R?, si bien que £ = R* et quee € F
inconditionnellement.

Trouver les coordonnées de e dans S signifie déterminer aq, as, az et a4 réels tels que

a1 + a9V + asgvs +agvy = €



i.e. résoudre le systéme :

(a1 + ay + ag = 4
az + 4daz + 2a4 = 4+k
ag + ay = -3 —k
\ (a—>5)*xay = 3x4+5xk—1+3
( 5k + 14 w
ay, =
a—>5
as = —3—k—ay
. _(a—5)(k:+3)—|—5k+14
B ka—5
o o a +3a—1
a—>95
ay = 44k —4das — 2ay
1
= =(((a=5)(k +4) + 4% (ak +3a 1) = 2% (5k + 14))
a_
- S5ak 4+ 16a — 15k — 48
\ B a—>5 )

Exercice 3.2.— Base incompléte et systéme d’équations cartésiennes.
Soit u; = (1,1,1,2),us = (0,1,2,—1),us = (1,3,5,0) des vecteurs de R?, et soit £ =
Vect(uq, ug, us).
1.
— Donner une base B de E et la dimension de F.
Réponse : Pour tout v := (x,y,2,t) € RY v € F siet seulement si il existe
ai, as et ag réels tels que

VU = QiU + Uz + asus ;

si et seulement si le systéme X suivant d’inconnues a;, as, ag est compatible :

(a, + a3 = =z
a, + ay —+ 3(13 =y
b
ay + 2as + baz = =z
L 2(11 — a3 = 1
(al + a3 = x
as + 2a3 = y—=x
& 200 + 4da3 = z—=x
L — ay — 2a3 = t—2x
ay + a3 = T
as + 2a3 = y—x
< 0 = z—-2y+=2
L 0 = Bz+y+t



Il s’ensuit que 1'on peut trouver une combinaison linéaire non nulle
Uy +2uy —ug = 0.

Le sous-espace E est donc engendré par la famille (uq, ug). La Le systéme 3 ci-dessus
fait clairement apparaitre que cette famille est libre et donc une base de E. Ainsi
est de dimension 2.

Si u € E est-il possible de compléter B en une base de R* dont le troisiéme vecteur
est u ?

Réponse : Soit © ¢ FE. La famille (uy, us, u) est alors libre. En effet pour tous
réels ay, as, a, si (x) : aju; +asug +au = 0,et a #0,0n a

ce qui entraine u € E. Par contraposée, on a donc nécessairement a = 0, si bien
que 'équation () équivaut a a;u; + asus = 0 qui entraine que

CL1:CL2:0.

La famille (uy,us,u) étant libre, elle peut, en vertu du théoréme de la base incom-
pléte, se compléter en une base de R*.

Donner un exemple de vecteurs u, v non dans E, tels que (u, v) est libre mais BU(u, v)
n’est pas une base de R*.

Réponse : Considérons le vecteurs e; = (1,0,0,0). Il n’appartient pas a E ;
puisque ses coordonnées ne vérifient pas I’équation z — 2y +¢t = 0. Soient
U = Uy +us+eetv = u +uy—eg .

—u € Fouwv € FE, entraine e; € F, si bien que
uédFEetv & E.
— Pour tous réels a et b,

av+bv = 0
& (a+bu + (a+bus+ (a—bley = 0.

Or on a vu ci-dessus que, dés que e; € E, (u1,us,ep) est une fammille libre.
L’égalité ci-dessus entraine a +b = 0et a —b = 0, ce qui entraine finalement

a =b =0,

c’est-a-dire que la famille (u,v) est libre.
— Enfin par construction
u+v—2u; —2uy = 0

si bien que la famille (uq,ug,u,v) est liée et ne peut donc pas étre une base de
R*.



On peut noter que dans la construction ci-dessus, méme si on a explicitement donné
le vecteur e; (pour rassurer le lecteur) le seul fait que e; ¢ E suffit a garantir que
les vecteurs

U = U t+uyst+eetv = u+uy— e
répondent & la question. Autrement dit on peut prendre e; n’importe quel vecteur
n’appartenant pas a E.

— En utilisant des vecteurs de la base canonique de R*, compléter B en une base B’
de R*.
Réponse : Notons e3 := (0,0,1,0) et ¢4 := (0,0,0,1). Alors
Yiur + Youz + yses +yueq = (7,y,2,1)

équivaut a :

aq = T
a;  +  a =y
ar + 2a2 + a3 = z
2&1 — Q2 + ay =t

qui est échyelonné et réduit ; ce qui assure que (uy, us, €3, €4) est une base de R%.
— Si on note (y1,¥y2,ys,ys) les coordonnées d’'un vecteur u dans la base B’, montrer

queu € F < ys =1y, =0.

Réponse : Puisque E = Vect(uy,us) u € FE si et seulement si il existe y; et yo

réels tels que

u = Yiui + Yaus .

Par unicité de Iécriture dans la base (uy, us, €3, dy) ceci équivaut a y3 = yy = 0.
3. Déterminer les coordonnées dans la base B’ d'un vecteur v = (x1, z2, 23, x4) (on pourra
commencer par les quatre vecteurs u de la base canonique de R?).

Réponse :
u = (x1,%2,T3,T4)
= YUy + YoUz + Yze3 + Ys€y
hn = I
oo+ Y = Iy
< v+ 2y + 3 = I3
21 — Y + Yy = x4
'y1 = T )
Y2 = T2 — U
= —T1 + X9
Ys = T3 — Y1 — 22
= = I3— I —2<I2—£L’1>

2[)31 — 21‘2 + x5
Tyt 2Y1 — Yo
Ts+ 201 — 29+ 171
31‘1 — X9 + X4

Ya




Exercice 3.3.— Systémes d’équations cartésiennes
1. Donner un systéme d’équations cartésiennes de la droite de R?® engendrée par (1,2, —1).

Réponse : Pour tout v := (z,y,2) € R? u € Vect(1,2— 1) si et seulement s’il existe
t € R tel que :

z = 1

y = 2t

z = —t

si bien que
r—2y = 0
r+z = 0
est un systéme d’équations cartésiennes de Vect(1,2, —1).
2. Dans R? on considére les vecteurs v = (1,2, —3) et w = (1, —1,1). Montrer que (v, w)

est libre et donner les équations cartésiennes de Vect(v, w).
Réponse : Pour tout u := (z,y,2) € R?,

u € Vect(v,w)
< (a,b) eRxRu = av+bw

ce qui équivaut au fait que le systéme o suivant un couple (a,b) solution ou encore, de
maniére équivalente, qu’il est compatible :

a + b = =z
DI —a + 2b =y
a — 3b = =z
a + b = =z
< { 3b = x+y —4b = —x+z}
a + b = x
- 3b = r+y
0 = 4x(x+y) +3(—z+2)
= o+4y+ 3z
Il résulte des deux premiéres équation du systéme > que la seule solution de av +bw = 0
est (0,0) ; ce qui assure que (v, w) est une famille libre ; partant une base de Vect (v, w).
Le systéme est copatible si et seulement si x + 4y + 3z = 0 ; c’est-a-dire que

u = (x,y,2) € Vect(v,w) & z+4y+3z = 0.



Exercice 3.4.— Systémes d’équations cartésiennes dans R*.
Dans R* on considére les vecteurs

u = (1,-2,1,-2),us = (1,1,2,2),u3 = (2,—1,3,0),us = (0,3,1,4).

1. Démontrer que la suite S = (uy, ug, us, uy) est liée, et donner une relation de dépendance
linéaire entre ses vecteurs.
Réponse : Pour tout v := (z,9,2,t) € R}

v € Vect(uy,us, ug,uy) < Ia,b,c,d) ERXRXx RxRv = auy + buy + cug + duy,

a + b + ¢ = x)
- —2a + b — ¢ + 3d =y
a + 2b + 3¢ + d = =z
—2a + 2b + 4d = t)
a + b + = x )
- 3b + + 3d = 22+y
b + 2¢ + d = —x+z
+ 40 + 2¢ + 4d = 2x+t)
(¢ + b + ¢ = x )
b + 2¢ + d = —z+ 2z
- —bc = 2r4+y—3(—x+2)
= or +y — 3z
—6¢ = 2x+t—4(—z+2)
L = 6r —4z+t J
a + b + ¢ = x
b + 2¢ + d = —x 4+ z
& —5c = or +y — 3z
0 = 5(6z —4z+1t) —6(bx +y — 32)
= —6y — 22 4 5t
On déduit du systéme ci-dessus que
(%) : ug—ug+ug = 0.

2. Donner une base B du sous-espace E = Vect(U), et en donner un systéme d’équations
cartésiennes.
Réponse : 1l résulte de 1'égalité (x) ci-dessus que uy € Vect(uy,us) si bien que

Vect(U) = Vect(uy,ug,us) .



De plus il résulte du systéme échelonné ci-dessus que la seule solution de au,+bus+cuz = 0
esta = b =, = 0;sibien que (uy,us, uz) est une famille libre de Vect(U) et donc une
base.

La résolution du systéme nous donne une équation cartésienne de Vect(U) :

(k%) @ —6y — 2z + 5t .

3. Compléter B en une base de R*.

Réponse : Pour n’importe quel vecteur v € R, siv & Vect(U), (uy,us, us,v) est une
famille libre de R*. C’est un argument qu’on a déja donné mais qu’on peut redonner ici :
En effet pour tous a, b, c et d réels si auy + bus + cuz +dv = 0, et d # 0,

a b c
v = —=uy — =Us — —=u3z € Vect(U) .
' d?’ d° )
On a donc nécessairement d = 0, ce qui entraine a = b = ¢ = 0 puisque (ug, ug, us)

est libre.

Ainsi pour n’importe quel vecteur v n’apartenant pas a Vect(U) (uq,us,us,v) est une
famille libre maximale de R*? donc une base.

L’équation cartésienne (xx) de Vect(U) donne un critére permettant de trouver facilement
des vecteurs n’appartenant pas & Vect(U) ; ainsi en va-t-il par exemple de

e; = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), es = (0,0,0,1) ... ...

Exercice 3.5.— Argument de dimension. Soient F, F, G, H des sous-espaces vectoriels
de R*. On suppose que E C F C G C H, et de plus FE # {0}, H # R*. Montrer que deux
des sous-espaces sont égaux.

Réponse : On rappelle que, pour deux sous-espaces vectoriels V et W de R*, (ou plus
généralement de R", n € N))

VW = dim(V) < dim(W)

avec égalité si et seulement si V' = W.
Ainsi la suite d’inclusion

ECFcCGCHeE # {0}, H# R

entraine

0 < dim(F) < dim(F) < dim(G) < dim(H) < 4.

Or les dimensions étant des nombres entiers, dim(V) < dim(W) = dim(V) < dim(W)+
1. Deux des dimensions dim(E), dim(F'), dim(G) et dim(H ) sont donc égales ce qui entraine
que deux des sous-espaces E, F, GG, et H sont égaux.



Exercice 3.6.— Base d’une intersection et d’une somme par l’algorithme du
pivot. On considére les deux sous-espaces vectoriels F; et Fy de R* définis par

Ey = Vect((1,0,1,1),(5,—1,6,1)) et £y = Vect((1,1,2,0),(1,2,2,0),(3,1,6,0)).

— Donner une base de E; + Eb,
Réponse : Notons

wp = (1,0,1,1),

uy = (5,—1,6,1),

ug = (1,1,2,0),

ug = (1,2,2,0),

us = (3,1,6,0)) .
On a alors

Ey + Ey = Vect(uy,ug, us, ug, us) ;

si bien que v = (x,y,2,t) € FE; + FEs siet seulement si

3(a,b,c,d,e) € R® tel que v = au; + buy + cus + duy + eus

ce qui équivaut au fait que le systéme suivant est compatible :

(

a + 50 + ¢ + d + 3e = =z
> — b + ¢ 4+ 2d + e =y
a + 6b + 2¢ + 2d + 6e = z
L a + b =t
(0 + b =t
o — b + ¢ 4+ 2d + e =y
50 4+ 2¢ 4+ 2d + 6e = z—1
\ b + ¢ + d + 3e = -1
(a + b =t
o — b 4+ ¢ + 2d + e =y
7c + 12d + 1lle = by+z—1
\ 5¢c + 9d + Te = x+4dy—1
(a + b =t
— b 4+ ¢ + 2d + e =y
& 7Tc + 12d + 1lle = by+z—t
3d + —6e = T(x+4y—1t)—50by+z—1)
= Tx+3y—>5z—2t

\

I en résulte que (uq,us, us,uys) ainsi que (ug, ug, us, us) sont des familles libre de
E, + E, ¢ R* . Onadonc F;, + E, = R* dont les deux familles ci-dessus sont
des bases.
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— puis une base de £ N E,
Réponse : Un vecteur v appartient & E; N Ey si et seulement si il existe
(a,b,c,d,e) € RS, tel que

v = auj +bus = cuz+ duy + eus

ce qui revient (quitte & changer un peu les notations ¢ = —c¢, d = —d, e = —e,) &
résoudre le systéme déja écrit ci-dessus :

p

a + b = 0
— b + ¢ 4+ 2d + e =0
7c + 12d + 1lle = 0
\ 3d — 6e = 0
(@ + b = 0
= — b+ ¢ 4+ 2d + e =0
7c + 12d + 1le = 0
L = 2e
(a + b =0
— b + c + 2d + e =0
& Tc = —12d —1le
= —35e
\ d = 2e
(a + b =0
b = c+2d+e
& =0
c = —be
\ d = 2e
(¢ = 0
- b = 0
c = —be
(d = 2e

On en déduit que
UGElﬂEgﬁvzo.

On peut déduire de la résolution du systéme ci-dessus (méme si cela n’est pas
explicitement demandé, que

5U3 - 2U4 — U5 = 0.
On pouvait dés avant étre certain que la famille (us, uy, us) n’était pas libre puisque

et qu’il est manifeste que dim(E;) = 2.
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— et enfin dire si la somme de F; et Ey est directe.
Réponse : On a montré ci-dessus que £y N Ey = {0 } ce qui assure que

E1+E2:E1@E2.
Exercice 3.7.— Somme, intersection. Dans R* on considére les deux sous-espaces vec-

toriels £ = {(z,y,2,t) € RY, y+z2+t =0} et F ={(2,y,2,t) €R*, z+y=0et z=2t}.
1. Déterminer la dimension et une base de E et F.

Réponse :
Dimension et base de E Le systéme formé de la seule équation y + z+¢ = 0 a une
inconnue principal et trois inconues secondaires si bien que F et de dimension 3. On
a:
(x,y,2,t) € FE
& y+z+t = 0
=4 t = —y—=z
<~ (xyyazat) = (xay7za _?/_Z)
= 2(1,0,0,0) +y(0,1,0,—1) + 2(0,0,1,—1) .
La famille

(v = (1,0,0,0) , up := (0,1,0,—1), us := (0,0,1,-1))

est donc une famille génératrice de E' dont on constate immédiatement qu’elle est
libre si bien que c’est une base de E dont on confirme ainsi qu’il est de dimension
3.

Dimension et base de F' Le sous espace I’ est 'ensemble des solutions du systéme

r+y = 0
z2—=2t = 0

dont on constate qu’il a deux inconnues principales et deux inconues secondaires;
ce qui permet d’établir que F' est de dimension 2 ; ce que nous allons confirmer en
en déterminant une base :

(r,y,2,t) € F
& r=—y et z=2t
& (z,y,2,t) = (z,—x,2t,t)
= 2(1,-1,0,0) +(0,0,2,1) .

Il en résulte que
(v1 == (1,-1,0,0), vy = (0,0,2,1))

est une famille génératrice de I’ dont on constate immédiatement qu’elle est libre
et c’est donc une base de F' dont on confirme ainsi qu’il est de dimension 2.
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2. Trouver la dimension et une base de £ N F.
Réponse : Pour tout (z,y,2,t) € R

r+y =0
(x,y,2,t) € ENF&cy+z+t = 0
z—2t = 0

On constate que ce systéme est échelonné et qu’il y a 3 inconnues principales et une inconue
secondaire ce qui entraine que I’ensemble de ses solutions est de dimension 1. On a alors :

(x,y,2,t) € ENF

& rv=y=0y+2+t=0 et 2-2t=0
z = 2t
& y = —z2—t=-31
r = —y =3t
& (x,y,2,t) = (3t,—3t,2t,t)
= t.(3,-3,2,1)

d’ou il résulte que (3, —3,2,1) est une base de £ N F' .

3. Que peut-on dire de ' + F'? La somme est-elle directe ?
Réponse : On a

dm(F+F)=dmE+dmF —dmENF=3+2—-1=4.

Or E+ F C R%, donc E + F = R* puisqu’ils ont méme dimension. La somme n’est pas
directe, puisque £ N F # {0} (c’est de dimension 1 d’aprés la question précédente).

Exercice 3.8.— Dans R? on considére les deux sous-espaces vectoriels £ = {(z,y,2) €
R z+y—2=0}et F={(r,y,2) € R3 20 —y—2=0}

1. Déterminer la dimension et une base U de E et V de F.

2. Démontrer que U UV est liée et expliciter une relation de dépendance linéaire entre les
vecteurs de U et V .

3. Donner une base de £+ F et de EN F.
Réponse :

1. Le sous-espace E de R? est décrit par I’équation cartésienne z +y — 2z = 0 qui
posséde 2 paramétres (inconnues secondaires) (y et z), donc dim £ = 2. On peut
aussi dire que le systéme homogéene dont F est ’ensemble des solutions est de rang
1, donc que sa dimension est 3 — 1 = 2. Par le méme argument, on a dim F' = 2.
Pour trouver une base de chaque espace, on passe de sa représentation cartésienne
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a sa représentation parameétrique. Pour £, on a

(v,y,2) €EE <= z+y—2=0

xr = —)\1 + )\2
— I\, ER C y = N\
z = )\2

<~ E|>\1,>\2 < R, (l‘,y, Z) = /\1.(—1, 1,0) + )\2.(1,0, 1)

<— (z,y,z) € Vect((—1,1,0),(1,0,1))

Ainsi, la famille U = ((—1,1,0), (1,0, 1) ) est une famille génératrice de E, et donc
une base (puisque dim F = 2). De méme, pour F on a

(,y,2) € F <= 20 —y—2=0

r = )\1 + )\2
< E')\l, )\2 S R, Yy = 2)\1
z = 2)\2

<~ I\, M ER, (2,y,2) = A\.(1,2,0) + X2.(1,0,2)

< (z,y,2) € Vect((1,2,0),(1,0,2))

et donc la famille V' = ((1,2,0),(1,0,2)) est une famille génératrice de F, et donc
une base.

. Ici par la notation UUV, on entend la famille obtenue par concaténation de U et V,
c’est-a-dire la famille ((—1,1,0),(—1,0,1),(1,2,0),(1,0,2) ). Nommons les vecteurs
Uy, Usg, V3, vy respectivement. Et cherchons les relations de dépendance linéaire qui
existent entre ces quatre vecteurs en résolvant le systéme linéaire :
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)\1.U1 + )\2.u2 + )\3.1}3 + )\4.1)4 =0
M= Xt A+ A =0

— )\1 + 2)\3 =0 Lo+ Lo+ L4
A2 + 2\ =0
_)\1 - )\2 + )\3 + )\4 =0
<~ — A+ 3)\3 + M = 0
)\2 —+ 2)\4 =0 L2 — Lg -+ LQ

—)\1 — )\2 -+ )\3 )\4 =0 L](*L]*%L;;

3)\3 3)\4 = 0 L;), — %L;),
_)\1 - )\2 =0 L[ — *L] — L-’_)
— )\2 + 2)\4 - O
A3 + A =0
)\1 - 2)\4 - O
<~ Ao 4+ 2xs = 0
A3 + N =0

On obtient un systéme échelonné a 1 parameétre (\;). En prenant \y = 1 comme
valeur de paramétre, on trouve la solution (2,—2,—1,1), c’est-a-dire qu’on a la
relation de dépendance

2.U1 —2u2—1}3—|—v4 =0
ce qu’on peut vérifier aisément. Etant donné que le systéme admet un seul para-
metre, toute autre relation de dépendance est proportionnelle a celle-ci.

. L’espace E + F' est engendré par la famille U U V. D’aprés le cours (proposition
2.8.7), une base de E + F est donnée en gardant les vecteurs de la famille dont les
indices correspondent & ceux des inconnues principales, c¢’est-a-dire que la famille
(u1,ug,v3) est une base de E + F. En particulier, dim(F + F') = 3.

Comme dim(E N F) = dim E+dim F —dim(E+ F') = 1, il nous suffit de trouver un
vecteur non nul dans E' N F' pour avoir une base. Or d’aprés la question précédente,
nous savons que 2.u; — 2us — v3 + v4 = 0 donc on peut écrire

2.U1 — QUQ — V3 — V4
—— N —
€er eF
Cela entraine que le vecteur 2.u; — 2usy (qui est bien non nul) est dans £ mais aussi
dans F', c’est-a-dire qu’il est dans E N F', et forme donc une base de cet espace.
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Exercice 3.9.— Dans R* on considére les vecteurs
v = (1,-1,2,0),v5 = (0,2,1,1),v3 = (1,1,3,1),v4 = (2,0,5,1).

1. La famille (vy, vo, v3,v4) est-elle libre ?
Réponse : Pour savoir si la famille (vy, vg, v3, v4) est libre il faut connaitre les réels ., y, z, ¢
tels que xvi + yvo + zv3 = tvy = 0, ce qui conduit & résoudre le systéme

T+ z+2 =
—x+2y+z =
20 +y+32+5t =
y+z+t =

o O OO

En échelonnant on trouve le systéme équivalent

r+z+2t = 0
2u+2z4+2t = 0 r+z+2t = 0
y+z+t =0 y+z+t =0
y+z+t =0
ce qui donne les solutions © = —z — 2t, y = —z — t. La famille (vq, v2, v3,v4) n’est donc pas

libre.

2. Soit F' = Vect(vy, vg, v3, v4). Déterminer la dimension de F' et une base de F'. En déduire
le rang de la famille (vq, v, v3, vy).

Réponse : Le rang du systéme précédent étant deux, c’est aussi la dimension de F' et le
rang de la famille (v, v, v3,v4). Les vecteurs vy et vy étant non colinéaires ils forment une
base de F'. Le rang du systéme précédent étant deux, c’est aussi la dimension de F' et le
rang de la famille (vq, v9, v3,v4). Les vecteurs vy et vy étant non colinéaires ils forment une
base de F.

3. Trouver un supplémentaire de F'.

Réponse : Siez = (0,0,1,0) et e, = (0,0,0,1) on montre trés facilement que la famille
(v1, v9, €3, €4) est libre. On pose H = Vect(ey, e2). Si un vecteur u appartenait a la fois a F'
et & H on aurait u = xvy + yve = aez + bey ce qui contredit le fait que les quatre vecteurs
v1, Vg, €3, €4 sont indépendants donc F' N H = {0}. Puisque dim F' 4+ dim H = 4 on peut
conclure que H est un supplémentaire de F.

Exercice 3.10.— Considérons les vecteurs suivants de R® :
u =(3,2,3,-1,2),us = (1,2,1, -1, -2),u3 = (1, —6, 1,3, 14),

V1 = (37 47 3a _27 _2)7 Vg = (_27 _37 _37 17 2)7 U3 = (27 17 _37 _37 2)
Soient £ = Vect(uq, ug, uz) et F' = Vect(vy, vg, v3).

1. Trouver une base et la dimension de F.
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Réponse : Ecrivons le systéme donné par 1'égalité Ajuy + Aous + Azuz = 0 et échelonnons
le :

( 3A1 + )\2 + Ag = 0 Ll < Ll
2\ + 2\ —  6X3 0
3+ A+ A 0 Ly= L
A = A+ 3\ =0
\ 2)\1 - 2)\2 -+ 14)\3 - 0
( —/\1 - )\2 ‘|‘ 3/\3 - 0
— 2)\1 -+ 2)\2 — 6)\3 =0 Lo+ Lo+ 2L1
3\ + Ay + )\3 =0 Ly <+ L3+ 3L,
. 2/\1 — 2)\2 + 14/\3 =0 Ll — Ll + 2[,1
( —)\1 - )\2 + 3)\3 - O
— 2X + 10A3 = 0
. — 4)\2 + 20A3 =0 ]41 — L1 — 2[,;;
_)\1 - )\2 + 3)\3 = O
‘:’{ — 2 4+ 10d = 0

C’est un systéme échelonné de rang 2, avec \; et Ay comme inconnues principales et A3
comme inconnue auxiliaire. On en déduit que (uy, u2) est une base de E, et donc dim(FE) =
2.

2. Méme question pour F'.
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Réponse : Méme méthode :

( 3)\1 — 2)\2 + 2)\3 = 0 L < %L;
AN — 3\ + A3 =0 '
A + )\QUQ + )\31)3 =0 «<— 3A\1 — 33X — 3)\3 =0
—2/\1 + )\2 - 3)\3 = 0
20 + 20 4+ 2 = 0
>\1 - )\2 - )\3 - 0
4A1 — 3)\2 + )\3 = 0 Lz < Lg — —1[41
<~ 3)\1 — 2)\2 + 2)\3 =0 L;; < L;j — 3[4
—2)\1 + )\2 — 3)\3 =0 L4 — L_l + ZLI
L —2)\1 + 2)\2 + 2)\3 = 0 Ly <+ L+ 2L,
(M — X — X3 =0
)\2 + 5)\3 0
<— Ao+ DAz 0 Ly + Ly— Loy
—)\2 — 5)\3 0 Ll — L,l + LQ
\ 0 =0
)\1 - )\2 - )\3 == O
= { N2 + B3 = 0

C’est un systéme échelonné de rang 2, avec A\; et Ay comme inconnues principales et A3
comme inconnue auxiliaire. On en déduit que (vq, v2) est une base de F', et donc dim(F') =
2.

3. Donner une famille génératrice de E + F. A-t-on £+ F =R>?

Réponse : A partir des familles génératrices de E et de F vues aux questions précé-
dentes, on déduit que (uq, ug, vy, v3) est une famille génératrice de '+ F'. C’est une famille
comportant 4 éléments, elle ne peut donc pas engenedrer R, qui est de dimension 5.

4. Déterminer une base et la dimension de E + F'.

Réponse : On cherche a extraire de (ug,ug,v1,v2) une base de E + F comme dans les
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questions 1 et 2 :

201
)\1U1 + )\QUQ + )\3’01 + )\4112 =0 <— 3)\1

2\

2)\1
<~ < 3)\1
3\
2)\1

N\

|+ +

|+

A2
29

29
4Ny

29

Az
29

4+ 4+ +

|+

3)\3
4)\3
33
2/\3
2)3

2)\3
4/\3
33
33
2)\3

2)3

33
33
63

2)3
33

2)\3
33

+

2\
3)\4
3\

A
20

34
3\
204
2\

A
A4

Aq
4N

A

A

o O O OO

o O O o o

o O O O O

Ly <+ Ly

Ly« Ly+ 2L,
L;; < L;g + ‘3[11
L4 < L4+3L1
L5 < Lr) +2L1

L-’_) < L;;

Ly<+ Ly—3L5
Lf) < L5 — QL;J,

o O O OO

L_l < L4 -+ ?)L;g
L; < Lr) — '1L3

0
0
0

C’est un systéme échelonné avec \1, Ay, A, comme inconnues principales et A3 comme incon-
nue secondaire, on en déduit que (uq, ug, v2) est une base de E+F', et donc dim(E+F') = 3.

5. Quelle est la dimension de EN F'? E et F' sont-ils en somme directe ?

Réponse : D’apres les questions précédentes, dim(E) = 2, dim(F) = 2 et dim(E+F) = 3;
la formule dim(E+ F') = dim(E) +dim(F) —dim(ENF) nous dit donc que dim(ENF) = 1.

En particulier, EN F # {0} donc E et F' ne sont pas en somme directe.

6. Donner une base de EN F.
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Réponse : On reprend le systéme de la question 4 :

3\ + A 4+ 3N — 2\ =0
2)\1 + 2)\2 + 4)\3 - 3)\4 - O
)\1U1 + )\211,2 + )\3111 -+ )\4’02 =0 <— 3/\1 + )\2 + 3)\3 — 3/\4 0
A1 — A — 2X3 + N =0
2M1 — 2X — 23 + 2)\ = 0
—/\1 - )\2 - 2)\3 + )\4 == 0
< — 2X — 33 =0
- )\4 == 0

En fixant la valeur de la seule inconnue secondaire A3 & 1, on trouve que (A, Ag, A3, A\y) =
(—%, —%, 1,0) est une solution du systéme, c’est-a-dire que v, = %ul + %uz € ENF. Comme
on sait que dim(E N F) = 1, vy est une base de E N F.

7. Donner un supplémentaire (dans R%) de E + F', et un supplémentaire de E et de F.
Réponse : On cherche & compléter la base (uy,us, V3) de E + F en une base de R5. On

note (ey, es, €3, €4, €5) la base canonique de R® et on résout : A\ju; + Aots + A3ve + pre +
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poes + pizes + flaeq + pses = 0

( 3/\1 + )\2 — 2)\3 + M1 =0

2)\1 + 2)\2 — 3)\3 + U9 = 0

g 3\ + Ay — 33 + us = 0
—/\1 — )\2 + )\3 + U4 =0

L 2/\1 — 2)\2 + 2)\3 + us = 0

( —)\1 — )\2 + )\3 + U4 = 0

3/\1 + )\2 — 2)\3 + =0

< 2A01 + 2Xy — 3)\3 + U9 = 0
3/\1 + /\2 — 3)\3 + U3 = 0

L 2)\1 — 2)\2 + 2)\3 + U5 = 0

—)\1 — )\2 + >\3 + a4 = 0

— 2X + 2X3 4+ + 3pug =0

— - A3 + pe2 + 2 =0
2)\2 + us + 3,U4 =0

— Ay + 4)g + 2uy + ps = 0

A1 = A+ A3 + s = 0

— 2X + 2\ + m + 3 =0

= — A3 + U9 +  2uy =0
2 + m + pz + Opg =0

— 2 — Adps + ps = 0

( —>\1 — )\2 + )\3 + a = 0

— 2/\2 + 2)\3 + 1251 + 3[14 =0

< — A3 + 2 + 2 =0
+ w1+ 2pp 4+ ps + 10 0

\ - 2 + 2m + ps =0
(—M = X+ A + =0

— 2\ 4+ 2\ + m + 34 =0

<~ — A3 + e +  2uy =0
+ o+ 2pe + opz + 10p =0

\ dps + 2p3 + 22p4 + ps = 0

C’est un systéme échelonné dont les inconnues principales sont Aj, Ao, A3, pi1, 1o ; on en dé-
duit que (u1, ug, va, €1, €2) est une base de R5. Par le cours, puisque E+F = Vect(uy, ug, vs),
on sait donc que Vect(e, e) est un supplémentaire de £ 4+ F. De méme, puisque E =
Vect(u, ug), Vect(vy, €1, €2) est un supplémentaire de E. Enfin, comme v; = %ul + %uz
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forme une base de ENF', uy n’est pas dans F' (car il est dans E mais n’est pas proportion-
nel a %ul + %uz), et on en déduit que (uq,v1,v2) est une autre base de E'+ F. En utilisant le
supplémentaire de F + F, on en déduit que (uy, vy, v, €1, €2) est une base de R®, et comme
F = Vect(vy,vy), Vect(uy, e, e2) est un supplémentaire de F.

Exercice 3.11.— Supplémentaires dans 1’espace des polynémes et division eu-
clidienne.

On se place dans l'espace vectoriel R5[X] des fonctions polynomiales sur R de degré au
plus 5.

1. Montrer que
Fo={(=*+2+1)Q(x), Q € Ry[X]}

est un s.e.v de R5[X]. En donner une base.
Réponse : F est non vide puisque 0 = (z2 +x + 1) -0 et 0 € R3[X]. Soit f,g € F, alors
f=(@*+2+1)Q(x) et g= (2> +z + 1)R(z) avec Q, R € R3[X]. Donc

A +g=Aa" +2+1)Q(x) + (22 + 2+ 1)R(2) = (2 + = + 1)(AQ + R) ().

Or puisque @, R € R3[X] (qui est un espace vectoriel), A\Q + R € R3[X], donc \f + g € F,
donc F est un sous-espace vectoriel de R5[X]. Soit f = 2> + o+ 1,9 = 23 + 22 + 2 =
(22 + x4z, h =2 +2>+ 2% k = 2° +2* + 2 (i.e. les multiples par 22 4+ z + 1 de la base
naturelle (1,z, 2%, 23) de R3[X]). Supposons que

)\1f + )\29 + )\3h + )\4]€ = O,
i.e. pour tout z € R,
(2% 4+ 2+ 1A+ dox + Azz? + A\g2®) = 0.

Notons R(x) = A\ + Xz + A32? + M2 € R3[X], alors (22 +2+1)R(x) = 0 pour tout z € R.
Pour x = 0,1,2,3, on a que 22 +x+1 # 0, donc R(x) s’annule en x = 0, 1,2, 3, or R est un
polyndéme de degré < 3, qui a au moins 4 racines, donc R = 0. Donc Ay = Ay = A3 = Ay =0,
donc la famille (f, g, h, k) est libre. Soit S € F, alors

S=(2*+x+1DR(x), REcRsX]
Notons R(z) = A\; + Aoz + A3z + M3, alors
S=(*+x+1DR(@) = A\ f+ Aag + Ash + Mk

Donc (f, g, h, k) est génératrice : c¢’est donc une base de F' qui est donc de dimension 4.

2. Montrer que F' et R;[X] sont supplémentaires.
Réponse : Les éléments de F sont des polynomes multiples de (22 + z + 1), ils sont
donc soit de degré > 2, ou soit le polynéme nul. Or R;[X] est justement I’ensemble des
polynomes de degré < 1, donc

R, [X]NF ={0}.
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De plus
dimR;[X] =2, dimF =4, dimR;[X]=06.

Donc
dim(R;[X] + F) =dim R [X] 4+ dim F' — dim R, [X] N F = 6.

Comme R;[X] + F C R;s[X] et qu'il y a égalité des dimensions, R;[X] + F' = R5[X]. Donc
Ry [X] et F' sont supplémentaires dans R5[X], on note

3. Montrer que pour tout P € R;[X], il existe un unique couple (@, R) € R3[X]| x Ry [X]
tel que P(z) = (22 + z + 1)Q(x) + R(x).

Réponse : Par définition, pour tout P € R;[X], P € Ri[X]| & F et donc il existe un
unique couple (R, (z? 4+ 2 + 1)Q) € Ry[X] x F tel que

P = R(z)+ (2* + .+ 1)Q(x).

Exercice 3.12.— Bases de 1’espace des polyndémes.

1. Dans l'espace vectoriel R[X] des fonctions polynomiales sur R, montrer qu'une famille
finie de fonctions polynomiales ayant des degrés différents est libre.

Réponse : Raisonnons par récurrence sur le nombre d’éléments d’une famille F' de po-
lynémes de degrés deux a deux distincts. Si F' ne contient qu’un élément, on le supposera
évidemment non nul, c¢’est une famille libre.

Pour n € N supposons qu'une famille & n éléments de degrés deux a deux distincts et
nécessairement libre et considérons une famille F' a n + 1 éléments de degrés deux a deux
distincts. Notons fy 1’élément de F' de plus grand degré et

G = F\ {fo}.
La famille G est alors une famille a n éléments de degrés deux a deux distincts; si bien
qu’en vertu de '’hypothése de récurrence, c’est une famille libre qu’on notera (g1, ..., gn).

Il faut alors remarquer que, pour tout f € Vect(G) le degré de f est inférieur ou égal au
plus grand des degré des g; ,1<i<, donc en particulier strictement inférieur au degré de f.
Ainsi fo ¢ Vect(G). La famille (g1,...,9,) est alors une base de Vect(G) et 'on a déja
vu & plusieurs reprises dans les exercices précédent, qu’alors, (fo, g1, - .., gn) est une famille
libre.

2. Soit d un entier naturel. Soit a € R fixé.

a. Dans l'espace vectoriel Ry[X] des fonctions polynomiales sur R de degré < d, montrer
que la famille (my, . . ., my) de fonctions définies par mo(z) = 1, my(z) = x—a,...,my(z) =
(x — a)? est une base.

Réponse : Il découle du point précédent, puisque les m; ,o<i<q sont de degrés deux a deux
distincts qu’ils forment une famille libre. En répondant & la question suivante on montrera
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qu’elle est génératrice & moins qu’on ne considére comme connu le fait que R,[X] est de
dimension d + 1 si bien que la famille m; ,o<;<4 est libre maximale donc une base.
b. Montrer que les coordonnées de f € Ry[X] dans cette base sont (f(a), f'(a),..., f(d;!(“))

Réponse : Pour tout z € Ril existe § € [a,z] tel que

fz) = f(@)+ (@ —a)f(a) + ~(z - a)’f"(a)

2
1
+ ...—I—H(x_a)kf(k)(a)_’_‘“
+ %(l’ — a)df(d)(a) + ﬁ(m _ a)d+1fd+1(0> |

Or pour f € Ry[X] et tout z € R,
fe (@) = 0.

Ceci montre que la famille m; ,o<;<4 est génératrice de Ry[X]| et donne explicitement les
coordonnées d’un élément f. On rappelle qu’on avait préalablement montré que cette famille
est libre et donc que c’est une base.
3. On considére 'ensemble F' des fonctions dans Ry[X] vérifiant f(a) = f'(a) = f"(a) = 0.
— Montrer que F est un s.e.v de Ry[X].
Réponse : La fonction nulle et bien entendu élément de F' ; si bien que F' est
non vide. Par ailleurs pour tous f et g dans F' et tous réels a et 3 et tout entier
0<k<2,
(af +89)P(a) = afP(a) + Bg™M(a) = 0
si bien que
af+Bg € F;
c’est-a-dire que F' est stable par combinaisons linéaires.
Ainsi F' est bien un sous-espace vectoriel de Ry[x].
— Donner une base de F' et sa dimension.
Réponse : Il résulte de que

1 1 1
Vi € RyfX], f(z) = fla)mo+ f'(a)mi + §fﬂ(a)mz + éf(g)(a)m:«z + ﬁf(4)m4 :
ainsi pour f € F,on a:
1 1
fla) = ¢ FP(a)ms + % fPmy .
Il en résulte que F' C Vect(mg, my4). Or
my(r) = 3(z—a)?*, mi(z) = 6(z—a), m)(z) = 4(xr—a)’ et mj(z) = 12(x—a)’.

Il s’ensuit que



c’est-a-dire que
mg € Fetmy € F

si bien que Vect(mg,my) C F' et finalement
F = Vect(ms,my) .

Come (ms, my4) est une famille libre, ¢’est une base de F.

— Donner un supplémentaire de F'.

Réponse : Puisque (mg, my, ma, mg, my4) est une base de Ry[X], (ms, my) une base
de F, G := Vect(mgy, m1, ms) est un supplémentaire de F' dans Ry[X].

Exercice 3.13.— Polynémes de Tchebychev.

1. Démontrer qu’il existe une fonction polynomiale 7T,, de degré n telle que pour 0 € [0, 7],
on a T,(cosf) = cosnb.

Réponse : On va utiliser & de nombreuse reprises dans la suite, le fait suivant : Si deux
polynémes prennent les mémes valeurs sur un intervalle |a,b] a < b, ils sont égaux; ce qui
revient a dire que si un polynéme s’annule sur un intervalle [a,b,] a < b, c’est le polynéme

nul.

Cet énoncé repose sur le fait qu'un polyndéme non nul n’a qu'un nombre fini de racines et
qu’'un intervalle [a,b] a < b est un ensemble infini.

Tp

T

si Ty existe, nécessairement
To(cos(f)) = cos(On) = 1

ce qui entraine que
Ve € [-1,1],To(x) = 1.

Or si l'on exige que Ty soit une fonction polynémiale, la seul a répondre a la question
est la fonction constante définie par

To(l') = 1Vx € R

en vertu de la remarque préliminaire faite ci-dessus.
De méme si T} existe, nécessairement

Ti(cos(#)) = cos(10) = cos(d)
si bien que
Vee [-1,1], Ti(z) = =

ce qui entraine, si I’on exige encore que 7} soit un polyndéme, toujours pour la méme

raison que ci-dessus que
VeeR, Ti(z) = x.

Soit n € N et supposons qu’il existe des fonctions polynomiales T,, et T, satisfai-
sant les conditions de I’énoncé
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Indication : construire T),,o & partir de 7T,, et T, .1, en utilisant la formule bien connue
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

Réponse : En utilisant la formule précédente pour cos(a + b) et cos(a — b), en utilisant
que sin(—b) = —sin(b), et en sommant les deux formules on obtient

cos(a+b)+cos(a—b) = cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b)+cos(a) cos(b)+sin(a) sin(b) = 2 cos(a) cos(b).
On pose alors a = (n+ 1) cos(f) et b = cos(f), on obtient
cos((n + 2)8) + cos(nf) = 2 cos((n + 1)8) cos(h). (1)
Donc si T;,42(X) existe, il vérifie
Thya(x) + Tn(x) = 275044 (2) Th (z)
i.e. puisque T} (z) = =z,

Tn+2(x) = 21‘Tn+1<l‘) - Tn(x)

Comme T,, est degré n et T,, 11 de degré n + 1, T, est de degré n + 2, et évidemment,
Thio(cos(f)) = 2cos(f) cos((n + 1)8) — cos(nb),

d’ou, d’aprés la formule (1), T;,12(cos(6)) = cos((n + 2)#). Donc par récurrence, on a pour
tout n un polynome 7,, de degré n tel que T,,(cos(f)) cos(nf).

Expliciter Tq, T, T, et T;.

Réponse : On a déja Ty = 1 et T} = x, on utilise la formule de récurrence T, 2(x) =
22T, 1(z) — T, (z) démontrée précédemment, on a donc

Ty=22 -1 et Ty=22Ty, — T, =2x(22° — 1) — x = 42 — 3z.

2. Soit d un entier naturel. Montrer que Ty, ..., Ty est une base de Ry[X].
Réponse : Ry[X] est de dimension d+1 (par exemple une base est donnée par 1, X, ..., X9,
elle contient d + 1 éléments). Il suffit donc de montrer que la famille (Tg, T3, ...,Ty) est
libre (puisqu’elle contient aussi d + 1 vecteurs). Supposons donc donnés Ay, ..., \; € R tels
que

Ao+ -+ ATy =0, (2)

donc en évaluant en x et en regardant le coefficient dominant, on a un polynéme dont le
coefficient de X est
A X

Or la famille (1, X, ..., X4) est libre, donc Ay = 0. Donc en regardant le coefficient de X~*
dans I’équation (2), on voit que

)\d—l = 07
toujours par liberté de (1, X, ..., X4 !). Une récurrence (descendante) immédiate montre
que A\; = 0 pour tout 7, donc la famille Ty, 77, ..., Ty est libre.
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Remarque : En fait toute famille de polynéme de degrés échelonnés est libre (par la méme
preuve).

3. Calculer fo (cos 0).T,,(cos 0)dh. En déduire, pour une fonction polynomiale f de degré
< d, une expression des coordonnées de f sur la base (Tp,...,Ty) faisant intervenir des
intégrales.

Réponse : On réutilise ’équation (1) ici, on a

/07r T, (cos(0)T,,(cos(0))db = /07r cos(nf) cos(mb)dh = %/OW (cos((n +m)f) + cos((n —m)8)) do,

d’aprés la définition des T, et 'équation (1). On doit donc calculer [ cos(k6)df pour un
entier k € Z. Si k =0,

/ cos(0)df = ,
0

et si k # 0, on effectue le changement de variable u = k0,

™ k6
/ cos(k6)df = l/ cos(u)du = = [sin(u)]t™ = 0.
0 k Jo k

Autrement dit, sin =m =0, on a [ T,,(cos(0)T;,(cos(f))df = m, sinon, comme n+m # 0,
on a

0 sin#m

sin=m

/07r T, (cos(8) T (cos(6))db = {

Soit alors f une fonction polynomiale de degrée d. Comme Ty, . . ., Ty est une base de Ry[X],
on peut écrire

NE

f=XTo+ -+ NTy,

avec (Ao, ..., Aq) les coordonnées de f dans la base (Tp, ..., Ty). On calcule :

/07r f(cos(0))T,,(cos(0))dd = Z)\k/ Ty (cos(8)) T, (cos(8))db,

et [o Tr(cos(0))T,,(cos(0))df s’annule pour k # 0, vaut w pour k =m = 0 et 5 si k = m #
0. Donc Ao = £ [T f(cos(6))db, et, pour k # 0,

= %/OW f(cos(0)) cos(kf)db.
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