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CORRIGE DE LA FEUILLE 4

0.1 Calculs de développements limites en 0

Remarques : L’idée générale est la suivante. On connait quelques développements limités
(DL) de base grace a la formule de Taylor-Young. Mais le plus souvent, on reconnait dans la
fonction & développer une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions dont on
connait déja le développement limité.

1

Exercice 1 (Sommes et produits). Indice : se servir des DL de exp, sin, cos, — et (1 +x)*.

1. On donne le DL des deux fonctions ﬁ et € a l'ordre 4 en 0. Il existe donc €1 et €9 qui
tendent vers 0 vers

1
1—=x

2 3 4
X X
—e"=(1+a+2?+2° +2* +2'e1(2)) - <1+x+2,+3,+4,+w4€2(ﬂc))

ol € := g1 — &9 qui tend bien vers 0 en 0.

2. On écrit le DL en 0 de cos a lordre 4 et de sin a 'ordre 3, d’ou Uexistence de €1 et o qui
tendent vers 0 vers 0 :

2 4 3
cosw—l—i—zsinx—(l—z!—l—i+x451(x)>—1+32:<x—§!+x562(x)>
_ L4 4
=% + ze(z)

ol € := €1 — xeg qui tend bien vers 0 en 0.

8. Ici on écrit le DL de u s /1 +u en 0 a Uordre 2 avec u(x) = 2% (qui tend bien vers 0 en
0). 1l existe donc ey qui tend vers 0 en 0 telle que :

1 11
Lt u(e) =1+ Ju(x) + 2(2,2)u<w)2 + u(x)?eo(u(x))
1 1
=1+ §$2 - §x4 + zteo(2?).
Enfin
2?2 23 2,
(x 4+ 1)1+ u(x) :1+x+?+?f§+x eo(x®)(1 4 z),
—_———

=:e(x)
et € tend bien vers 0 en 0 (du fait de la définition de €q).

4. Le DL de sinx cosz est fait dans le poly de cours. Mais voici le détail : Ecrivons les DL de

sin et cos a l'ordre 4
23
sine =x — a7 + zte ()

et
2

cosz =1-— % + 23 ().



Et en faisant le produit

23
. 4
coszsinz =x g + x%e1 ()
1 1
—5 X 51:3 + 218 (x)
=z — -2+ 2%e(x)
—0
z—0

Remarque. On peut aussi remarquer que sinx cosT = %sin(Q:v) et plus écrire le dévelop-

pement de Taylor de sin(2.) en sachant que les dérivées d’ordres paires sont nulles.

5. On écrit le DL en 0 a lordre 4 des deuzx termes du produit.

2 3 4 2 3 4
T T T T T 5T
“Vitz=(1 S+t I+ 50— — -+
e"V1itx < tet ot 81(16))( tS g T o Y 62(96)>
=1+x+ 13:2 + 1:1:3 + i:E4 + 2o (2)
2 6 24
1 1 1 1 1 1
+§x+§m2+§x§x3+§x6x4+x451(x)
1, 14 1 1,

— §$ — gl‘ — g X 5(17 +x42§2($)
1
Ex:g + Em‘l + 213(x)
5
— mx‘l + x4§4(x) + xgal(m)@(x)
Done 3 7, 17, 11
eVi+z=1+ 2%t §$2 + @x?’ + ﬁx‘l + z'e(z).
—0
z—0
Exercice 2 (Quotient et composition). 1. Indice : écrire 1/cos comme le DL de 1 en 0.

On écrit déja le DL en 0 de sin et cos a l'ordre 4 (21 et €9 tendent vers 0 en 0)

3
x — % + ey ()

sin x
tanx = = 5 ;
COs T
1- % + ﬁx“ + ztey(z)
On remarque ensuite que rsl(x) = 71_&96) avec
2
_ T L 4 4
u(z) = 7 "t % ea(x).
En écrivant le DL en 0 a lordre 2 de u +— ﬁ
1
=1 2 25
P +u(x) + u(x)” 4+ u(z)es(u(z))
ztey ()
=1
2 4
+ % - % - x452(az)
at 4 4
+ T + x%es(x) + 2 eq ()
2 4
5
=145+ o +a'er(a)



Puis en faisant le produit et une petite troncature

25
tanx =z + 5 T zte(x).

On peut aussi utiliser la formule de Taylor- Young.
2. En posant u(x) = x — z*

11

l—z+22 1—u(x)
=1+ u(z) +u(2)? + u(2)’ + u(z)* + u(z) eo(u(z))
—_————

=¢o(z)
1
T—z+a®
4z — 22
+ 2% — 223 + 2*
23 — 324 + 21é3(x)
+ 2* + 24 (z) + 2 2)
=142 —2° -2t + 2t (2)

3. Apres avoir écrit le DL en 0 de sin a 'ordre 4, que ’on injecte dans celui de exp

(sinz)?  (sinz)® (sinx)*

exp(sin(z)) = 1 +sinz + + (sin z)%e(sin )

2 6 24 T T
=zeo(x)
=1
P ,
x 5% +z°¢1(x)
1
+ 53:2 ——at 42t (2)
1
6303 + 2%&3(x)
1
+ ﬂx‘l + xéy(x) + 2*E (z)
2 4

=1+az+ = — = +a'e(z).

2 8 —~—

29

4. On écrit le DL de sin en 0 a lordre 5 d’ou

3 5
- gz a2t 5. (o
Vo :\/ s tin t 00 )

x
1 1
= 14 gu(@) = gu(@)” + u(@)’eo(u(x))
%/_/
:m450(7))
avec 2 4
- %
u(z) = 5 + 120 + 2eo(x)



D’ou, on tronquant violemment

L1, 1 4, 4
5 %8 +2 X T50% + 2%eo(z)
1 1
—3 X @x‘l + 2ty ()
+ 218y ()
.’132 IA
:1 _—— [ 4 .
12+ 1oz T @)
2

Exercice 3 (Intégration). Le but de cette exercice est d’appliquer rigoureusement la Proposition
4.11 lintégration des DL du cours.

On commence par remarquer que les fonctions x — In(z + 1), x — arcsin(z), x — arctan(x)
x
et r +— e’ dt sont sur un petit intervalle I contenant 0 donc admettent par la formule de

0
Taylor- Young un DL a toutes ordre en 0, et donc a fortiori a [’ordre 4.

1. — On commence par remarquer que

In(1+2z) =

142’

donc pour avoir un DL a l'ordre 4 de de In(1 + x) il nous faut intégrer un DL a l'ordre
3 de 1—%1:

— FEnsuite on remarque que le DL de 14%'1: peut étre obtenu du DL usuel de ﬁ, qui est
a connaitre ou a savoir retrouver rapidement, par un changement de variable
x — —x. On écrit

1
=1 +x+a%+ 2 +23e(x),
1—=x
ce qui domne
1
=1—2+42% — 2%+ 2%(x).
1+2
— Donc par la Proposition 4.11 du cours on obtient par intégration en 0
2 3 4
In(l+2z)=In(1+0)+z— %—l—% - %—1—1'46(1')
2 3 4
:x_%+%—%+w4e(x).
2. — On commence par remarquer que
1
arcsin(z) = ——— = (1 — .TUQ)_%,

V1—22
donc pour avoir un DL & l'ordre 4 de de arcsin(z) il nous faut intégrer un DL a ’ordre
3 de (1— xQ)fé.
— FEnsuite on remarque que le DL de (1 — xQ)fé peut étre obtenu du DL usuel de (1 + )@

avec o = —%, qut est a connaitre ou a savoir retrouver rapidement, par un
changement de variable x — —x%. On écrit

-1 -1 -2
(1+2)*=14azx+ 04(042)$2 + ala 6)(a )x?’ + 27¢(z),
1 3 1
St 3, .3 _ L
2a:+ 3% T 1% + 2°¢(z), pour « 5



ce qui domne

D=

1 3 )
(1—22)" 1+ §x2+ ot b 4 abe(a),

8 16

On ne cherche qu’un DL a Uordre 8, donc on tronc et on trouve
2y—1 L o 3
(1—a%)72 =1l+ga"+a e(x).

Remarque. On aurait pu voir qu’on avait besoin que d’un DL & lordre 2 de (14 .T})_%

pour avoir un DL a 4 de (1 — xQ)_% par la Théoreme de composition des DL comme a
Uexercice 2.
Donc par la Proposition 4.11 du cours on obtient par intégration en 0

1
arcsin(z) = arcsin(0) + x + 6:1:3 + zte(x)

1
=+ gzr?’ + 2te(x).

Remarque. Remarquant que l'imparité de arcsin est bien vérifié par notre DL car on
a que des monomes d’ordre impair présent dans le DL.

On commence par remarquer que

1
t P —
arctan(zx) 22
donc pour avoir un DL a l'ordre 4 de de arctan(z) il nous faut intégrer un DL a l'ordre
3 de —L5.
1+22

Ensuite on remarque que le DL de peut étre obtenu du DL obtenu en 1 de 14%1 par

1
1422
un changement de variable x — 2. De plus par le théoréme de composition des DL il
suffit d’un DL a lordre 2 de H% pour obtenir un DL & Uordre 3 de —2

) 1422
On écrit

1
—1_ 20 20(0).
T2 x4+ z° 4 z%e(x)
ce qui domne
;:1—$2+$4—|—l’46($)
1+ 22 '

Donc par la Proposition 4.11 du cours on obtient par intégration en 0

1
arctan(x) = arctan(0) + z — §x3 + zte(z)
1
= — gm?’ + 2te(x).

Remarque. Remarquant que l'imparité de arctan est bien vérifié par notre DL car on
a que des monomes d’ordre impair présent dans le DL.

Encore une fois on commence par

T /
(/ et2dt> :exg,
0

donc pour avoir un DL a l'ordre 4 de de fox et dt il mous faut intégrer un DL a l'ordre
3 de e®”.
une petite coquille dans I’énoncé sur la feuille fow em2dt, cest e’



— FEnsuite on remarque que le DL de e’ peut étre obtenu du DL usuel de e*, qui est
a connaitre ou a savoir retrouver rapidement, par un changement de variable
x — —x2. De plus par le théoréme de composition des DL il suffit d’un DL & lordre 2
de €* pour obtenir un DL a ordre 3 de e’
On écrit

562

e"”:1+m+5+x26(az).

ce qui domne ,
e’ =1+ 2%+ 2ie(x).

— Donc par la Proposition 4.11 du cours on obtient par intégration en 0
T e 0 t2 L 3 4
/ e dt:/ 2 dt—|—x+§m + x%€¢(x)
0 0

1
=z+ 51:3 + zte(x).

Remarque. Remarquant que limparité de fox et dt est bien vérifié par notre DL car
on a que des mondmes d’ordre impair présent dans le DL.

Exercice 4 (A faire entre vous). 1. D’apres l’exercice 3.1
2 3 4
In(1+ z) :x—%—f—% - %+$46(I),

de plus sin(z) est un DL usuel qui d’apres le cours est

$3
sin(z) =x — 3 + zte(x).
Donc par le Théoréme de produit de DL on obtient

2> 2t b

In(1 + z)sin(z) = * — 2 % 3 + 2%¢(x).

2. D’apres le DL usuel,

—1 -1 -2
(1+x)0‘:1+am+a(a2 )x2+a(a g(a )w?’
—1 —2 -3 —1 —2 -3 —4
polem o —Da=8) ., ala= Ve De=Ha=d) s, s
On obtient
\/1—1—:1::(14—3:)%:1—|—£—1$2+iaz3—iw4+im5+x5e(x)
2 8 16 128 256 ’
1 1 ) 7
\/1—x:(1—x)%:1—;—éxZ—ExB’—@x‘l—%wE’—kx‘r’e@),
ce qui domne
1 7
T—z2-Vito=1—2—-2%— —2° + 2% (a).
Vi—z—+V1+zx T 8:L‘ 128x + x°¢(x)
3. On remarque que
) sin(2z)
Sinzcosz = ——,
et on écrit le DL usuel de sin,
3 5
- AT NI
sin(z) =z - + 130 + x°¢(z),
ce qui domne
. sin(2x) 223 n 22° + oPe(a)
sinxcosx = =x— — 4+ — +2%(x).
2 3 "5 f



4. On commence par écrire

x x
sin(z) =z — " + 0 + 2% (),
ce qui domne
sin(xz) 2?2t 5
= 5 +120+x e(x),
donc,
5 2 4
On pose
2zt
=5 + 0 + x56($) —z—0 0.
2 3
1n<s1nx(a:)) =In(l —u)=u— % — % + ude(u).

Remarquant que,

et que,

ce qui domne

22
ele—i-x—l—?—&-xze(a;),
ce qui domne
2 2 :I:4 4
e =14z +?+x e(x).

On a également

N
n(l-z)=-2——— — — — — — 4
n(l—x) T = 3 1 5 + x°¢(x),
Ce qui donne
R i
In(l—2)e*’ = o — = — = 2 _ 5
n(l—uxz)e T = 3 1 30 + x°¢(x)
6. On écrit
2?2 2t
cosa:zl—?—kﬂ—kx e(x)
et ) 5
In(l—2z)=—-x— % - % + 23e(x),

ce qui domne
4

In(cosz) = —2x% + ;% + 29¢(z).



1
exp(j) =exp(l 4z + 2% 4+ 2% + 2% + 2° + 25¢(x))

1
—ex 6x+x2+m3+z4+x5+r5e(m)
3 13 73 501
=e+er+ §x2 + ?6953 2—46:64 + 1206335 + 2¢(x).
8.
In(1 4 2?%) = In(1 + u), avec u = z?,
2,3
= 1—u—|—?— E—ﬁ—uge(u)
24
=1-z2+ s + 2%e(x).
9. in(z) ) .
sin(x x x
=1 = 4gb
. 5 + 120 + 2°¢(z),
Donc par intégration
¥ sin(t) 3 2t 5
dt -4+ — .
A t 13t gop TP

0.2 Application aux calculs de limites, calculs de tangentes et positions relatives

en 0

Exercice 5. Indication :

On utilise la Proposition 4.5 du polycopié et on cherche un dévelop-

pement limité a 'ordre 0 en 0 des fonctions considérées. Attention, il faudra parfois utiliser des
développements limités d’ordre supérieur des fonctions usuelles pour 'obtenir !

1. On écrit le DL de la fonction sin a 'ordre 3 :

3
sin(x):x—x——l—a}

=+ ae(a)

avec €(x) — 0 lorsque © — 0. On a alors

sin(z) —x x— ‘%3 + 23e(x) — =
3 - a3
—%3 + 23e(x)
1
= _6 + 6(56)7

qui est bien un développement limité a 'ordre 0 en 0 de la fonction x —

déduit que la limite existe et est égale a
sin(x) —
lim S 7% ()=

z—0 $3

2. Calculons le DL du numérateur en 0 a l'ordre 2 :
2
z 2
T 5 + x°c
—:):2(1 +e1(z)).

1+m0+$%%£:1+< (@>_<

sin(z)—x

+—. On en
X

2

1—1—3&—1—%—1—3625(95

)



Par ailleurs, en écrivant également le DL de cos en 0 a lordre 2

1 1 2 1

1—cos(z) q_ (1 _ :%2 +x2€(a:)) 221+ eo(z)

Et finalement
14 1In(1 — e —z2(1 1
i LA ) —e” o mefdtea() o, 1ra(@)
-0 1 —cosx =0 22(1 4 ea(x)) 2—0 1 + eo(x)

. Le DL a Uordre 2 du dénominateur s’obtient par soustraction des DL a l'ordre 2 des deux
termes (par abus de notation on ne distingue plus les différents € par des indices) :

x? x?
In(l+z)—In(l—z) = (m 5 + xze(a:)> - (—x 5 + :c2e(a:)>
= 22 + 2Pe(x),
avec €(x) — 0 lorsque © — 0. Alors

2z _ 2z
In(1+xz)—In(l—2) 22+ 22¢(x)
_ 1
1+ ze(x)’

avec le numérateur et le dénominateur qui tendent vers 1 quand x tend vers 0. La fonction
admet donc une limite quand x tend vers 0 et

I 2z

im

z—0 In(1 + z) — In(1 — z)

=1.

. On a besoin du DL a l'ordre 2 de sin pour déterminer si la fonction admet une limite.
Comme sin(z) = z + 2%e(x) avec €(x) — 0 lorsque x — 0, on a

I

sin(z)  x + 22¢(x)
11
Tz 1+aze(x)

Le second facteur est linverse d’un DL a l'ordre 1. On utilise alors la propriété de compo-
sitton des DL pour déterminer un DL de m (a nouveau par abus de notations on ne
distingue pas les différentes fonctions €) :

1

T oc@) =1+ ze(x)

(on compose bien le DL a l'ordre 1 de la fonction inverse x +— % avec le DL a Uordre 1 qui
se trouve au dénominateur). Mais alors

1 1

1
sin(z)  x
1
z

et cette quantité tend vers 0 quand x tend vers 0. La fonction admet donc une limite quand

x tend vers 0 et
. 1 1
Iim(——-—-—]=0
a—0 \sin(z) =z

9



5. On utilise les DL a lordre 2 des différentes fonctions usuelles qui apparaissent pour écrire :

1 1 1 1

In(1+ ) _:U—%2+:L"26(:U) Tz 1— 35+ xe()

Linverse d’un DL a l'ordre 1 apparait au dénominateur du second facteur, donc par com-
position des DL :

1
1— (% + ze(x))

:1+g+xe(m)

On obtient alors

1 1(1+x+ ()> 1+1+()
—_ == —+xe(x) ) = —+ = 4+ €(x).
In(l+z) =« 2 x 2

Pour le second terme on procéde de méme :
1 1 B 1
e =1 14z+Z +a2(x) -1 z+% +a2(z)
_ ! 1 _1 1
oz 143 +aze(r) z 1 (=% +2e(2))
1
:;(1—§+xe(x))
1 1
:;—54-6(1')

Et finalement pour la différence, il vient :

T i CAE L) B CR REC)
=1+ ¢€(x),

avec €(x) — 0 lorsque © — 0. Ainsi, la fonction admet une limite quand x tend vers 0 et

. 1 1
lim — =1.
e—=0 \In(14+2) e*—1

Exercice 6 (A faire entre vous). 1. On utilise le DL & l’ordre 3 pour sin = x — %3 + 23e(x)
et on cherche par composition le DL a Uordre 2 pour x +— In(1 — z%). Comme In(1 — z) =
-z — ‘%2 + 22¢(z), et (z%)? = 2%¢(z), on a

In(1 — %) = —2% 4 2%¢(x).
Alors

sin(z) —x —"%:)’ + z3¢(x) —%3 +ade(z)  —% +e(x)

rln(l —22) 2z (—22+22¢(x)) —a3+23e(x) —1+e(a)

Donc )
lim sin(z) — x _ 1
=0 zln(l —22) 6

2. Les DL usuels a Uordre 2 donnent
2 2
e —x—cos(z) LtTHTA vie(x) —x — <1 -t x%(m)) 2?2 + 22¢(7)

- = = = - =1+¢€(x)

Donc

z—0 T



3. Les DL usuels a l’ordre 2 (avec composition de DL) donnent

sin(2z) —sin(z) 22+ z?e(z) — (z + 2%e(x)) z2e(x)

2In(l+a) — 2z — 22 o (m _ % i 9326(x)> Cop g2 —2x%e(z)

Donc
sin(2z) — sin(z)

=0.
250 2In(1 4+ z) — 2z — 22

4. La composition de DL a l'ordre 1 a permis d’obtenir a ’exercice précédent

1 1+1+ (2)
— ==+ x).
In(l+z) =« 2 ¢
Donc
1 1 1
z iy 2@
Et

. 1 1 1
lm(-————— | =—=.
a—0\z In(l+x) 2

5. On utilise le développement limité a l'ordre 4 de sin et la composition (ou le produit)

563 2 .’E4 564
(sin(z))? = (m -5t x4e(az)) =% - 2%+ ate(x) = 2% — 5+ zte(x)

Donc pour l'inverse

1 1 1 1 2 1 1

== = —(1+= 2 - — 4=
(sin(z))? 22 _ (%2 +$26(m)) 22 < + 3 +x 6($)> 5+ 3 + €(x)
Ainsi
1 1 1
@ 237w
et
1 1

lim ——s — — = .
z—0 (sin(z))? 22 3
Exercice 7. En effectuant un développement limité en 0, a un ordre & déterminer, calculer

léquation de la tangente en 0 du graphe de chacune des fonctions suivantes et indiquer la position
relative du graphe et de sa tangente :

fi(x) = V1422 — 1+ 22
Solution pour f;. On effectue un DL d’ordre 2 en 0 :

-1
(1—|—u)a:1+au+a(a2)

Pour a =1/2 on a

1 1
\/1+u:1+§u—§u2+u25(u).

Maintenant on remplace u = 2x pour obtenir :

2
\/1+2x:1+x—$—+x25(1‘).

2

11



Remarque : ici on utilise la méme notation € pour une fonction qui tend vers 0 lorsque la variable
tend vers 0.
On remplace v = % pour obtenir :

2

V1422 = 1+% + 2%¢(x).
On obtient ainsi le DL de f1 en 0 :
fi(z) =z — 2% + 2%e(z).

L’équation de la tangente en 0 de f1 est : y = x. Pour déterminer la position relative du graphe
de f1 et la droite y = x on regarde la différence :

fi(x) —x = -2 + 2%e(2) = 23(—1 + £()).
Comme lim,_,ge(x) = 0, on déduit que pour x suffisamment petit, e(x) < 1/2, donc fi(z) < x.
On conclut que le graphe de f1 est en dessous de la tangente en 0.
Solution pour fs. La fonction fo est définie par

fa(x) = arccos x 4 cos x.

1l faut d’abord effectuer un DL de arccosx autour de 0. On dérive

-1
arccos ) = ——— = —(1 — 2%)®
(arecosa) = =z =177
avec o« = —1/2. On rappelle le DL en 0 de (1 + u)® :
-1
I4+uw)*=1+au+ MUQ + u?e(u).

2

On remplace u = —2% et a = —1/2 pour obtenir

2\—1/2 @? 3 4 4
(1—2%)~Y :1+5+§x + ze(z).
Comme arccos0 = /2 (on se rappelle ici la définition de la fonction x — arccosx), on obtient
le DL de arccosz en 0 :

arccosx = m/2 —x — % + 2le(z).

On se rappelle du DI de cos en O :

2 gt
—1- = 4=
cos T 5 +24+x e(x),

donc
2

falz) = 1+g—x— %—Fsz(x).

L’équation de la tangente en 0 est y = 1 + 5 — x. Elle est au dessus du graphe de fo dans un
voisinage de 0.
Solution pour f3. On effectue un DL de f3 en 0 :

2

fola) = = =1 4 (20— a?) 4 22 )

5 + 2%e(x) = 1 + 2z + 2% + 2% ().

L’équation de la tangente en 0 est : y = 1 + 2z. Elle est en dessous du graphe de f3 dans un
voisinage de 0.

12



Solution pour f4. D’aprés l'exercice 3 le DL de fq en 0 est :
3

falz) =2+ % + 23e(z).

L’équation de sa tangente en 0 est : y = x. Ainsi, 0 est un point d’inflexion : pour x < 0
suffisamment petit, fq est en dessous du graphe de sa tangente et pour x > 0 (suffisamment
petit) elle est au dessus. Une remarque que j'ai envoyée a mes étudiants (vous pourrez la dé-
commenter)

Remarque (Méthode générale détaillée). Vous souhaitez avoir la position du DL de votre fonc-
tion f au voisinage du point 0. La stratégie est d’écrire le DL de f(x) en 0 au plus petit ordre n
(supérieur ou égal a 2) pour lequel le coefficient a,, devant x™ est non nul :

f(z) = ap + a1z + apz™ + z"e(x).
Notez que l’équation de la tangente en 0
y=aop+ax

est donnée par le polynoéme tronqué de degré 1 de votre DL. (Pas besoin de tout re-calculer!).
Enfin, la courbe f est au dessus (resp. au dessous) de sa tangente en 0 si le signe de la fonction
f(z) — (ap + a1z) = x"(an + €(x)) est positif (resp. négatif). A noter que puisque € tend vers 0
en 0, si vous écrivez ce que ¢a veut dire avec les quantificateurs : dans un petit voisinage de 0 le
signe de a, + €(x) sera le méme que celui de ay, :

da>0Vz € [—a,a] |e()| <lan| =Vxe|[-a,a] |an+e(z)]>|an|—|e(z)| > 0.
Et apres, bien sir le signe de x™ dépend de la parité de n. Si n est pair, x™ > 0. St n est impair,
x™ a le méme signe que x.

Exercice 8 (A faire entre vous).

0.3 Calculs et applications des développements limités en un point autre que 0

Exercice 9. Indication : On pourra poser x = 1+ h, et remarquer que x tend vers 1 si, et
seulement si, h tend vers 0.

1. Effectuons tout d’abord un DL de /3 + x pour x au voisinage de 1. On pose alors x = 1+h
avec h — 0 (lorsque © — 1). On a donc,

x/3+x:\/4+h:,/4(1+%)=\/1\/1+%

Evidemment% — 0, donc
h—0

1h
\/3+$:2<1+24+h6(h)>,

avec €(h) e 0. On en déduit alors un DL de f, au voisinage de 1 (a 'ordre 1),
—

b e b e
f@) = g4 m = 22 AT i W) L

Remarquez que j’ai noté e(h) au lieu de 2e(h), mais c’est un abus de notation inoffensif
puisque 2¢ tend toujours vers 0 lorsque h tend vers 0. (Pour étre totalement correct, j’aurai
du introduire e2(h) = 2¢(h)).
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On en déduit donc que lorsque © — 1, i.e. h — 0,

1 1
=f(l4+h)=—= h) — —=.
J@) =4k = =7 +e(h) — —
Autrement dit f est prolongeable par continuité en 1, en posant la valeur f(1) = —i.

2. Dans la question précédente on a utilis€ un DL & l’ordre 1 de racine, ici on donne un DL
Jusqu’a l'ordre 3, % h—>0 0, donc
_)

1h 1R* 1K 4
\/3+$—2(1+24—816+1664+h6(]1)),

avec €(h) hHO 0. On en déduit alors un DL de f, au voisinage de 1,
ﬁ

22 b M LB p3ep) b BB p3e(p)
— 1 h) = 4 64 16 64 — 4 64 512
f@) = f(1+h) >

On peut alors effectuer le taur d’accroissement de f en 1 :

fl@)—f1)  fA+h)+3 1 h 2
pog| = . =&l D h*e(h) — —.

En particulier le tauzr d’accroissement converge quand h — 0, donc f est dérivable en 1, et
de dérivée 6—14. La tangente est alors donnée par ’équation

Remarquez que pour ¢a, on aurait pu se contenter d’un DL a lordre 2. Le terme (sup-
plémentaire) a lordre 8 nous permet donc de comparer la position de la courbe de f par
rapport o sa tangente (en x =1).

3. Au voisinage de x = 1 (i.e. h = 0) la différence entre f et sa tangente est alors donnée par
2

h 2
_5@ + h E(h),

qui est négatif (puisque h®> > 0 et domine h%c(h) au voisinage de 0). Autrement dit, la
courbe de f est sous sa tangente, localement au voisinage de 1.

Exercice 10. Indication : Cherchez des DL a l'ordre 1 (pour l’équation de la tangente) et 2
(pour la position relative). Posez x =1+ h, avec h — 0.
1. On effectue directement un DL o l'ordre 2 de f, en utilisant celui de \/x = /1+h et

V3+z=vVA+h=2\/1+%:

f@)=1+h+2 140 h—2+h2 (h)) —2 140 h—2+h2 (h)
= 2 g T g 128 7
7 15 5 9
=14 -h— =
+ 4h 64h + h*e(h),
avec € = 2e1 — 2¢, donc tend aussi vers 0 quand h — 0. La tangente de [ au voisinage de
1 est donnée par la droite d’équation

7
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La différence entre f et sa tangente au voisinage de 1 est donnée par

15
——“h? + h2e(h

qui est négatif pour h au voisinage de 0, autrement dit, le graph de f est sous sa tangente
au voisinage de 1.

On utilise \/3z = V/3V1+ h et\/2—|—x:\/3—|—h:\/§ l—l—%, On en déduit que

2 2
g(1+h)=V3 (1 L h%e(h) — (1 + h Wy h%(h))) = ﬁh — ﬁlf + h%e(h).
2 8 6 72 3 9

Remarque. Remarquez l’abus de notation comme dans l’exercice précédent : il y a 8 fonc-

tion € différentes, une pour le DL de \/3z, une pour celui de \/2 + x, et la derniére en

faisant la somme. Pour étre totalement correct on devrait les noter €1, €9 et € = g1 — €9,

qui tend lui ausst toujours vers 0. Mais c’est tout l'interet des DL, on "oublie" les termes

d’ordre supérieur en les rentrant dans un €, et tout combinaison de tels termes (ainsi que

les produits) sont encore de la forme e.

On en déduit que la tangeante en 1 de g est donnée par la droite d’équation

yzﬁfm—ll

Et la différence entre g et sa tangeante est donnée par

V3

—?hQ + h%e(h),

qui est négatif au voisinage de h = 0, on en déduit que le graph de g est sous sa tangeante
enx =1.

Exercice 11 (A faire entre vous).

0.4

Recherche d’asymptotes et positions relatives.

B 2
Exercice 12. 1) Etudions la fonction fi(x) = x4/ T en +o0o. On écrit que :

X

2
L jEE2 [z (1+ 2) . /Hg
T T T

En posant u = i et remarquant que lorsque © — +00, u — 0 nous déduisons que

VI 2= =14 0 - é(2u)2 +u2e(u)

avec limy, o €(u) = 0 et o par abus de notation nous avons écrit u?e(u) au lieu de (2u)?e(2u).

Donc

Ainsi

x

pour x au voisinage de +00 on obtient :

file) =3 41— o+ e()
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. Donc le graphe de fi1 posséde une asymptote d’équation y = x + 1 et le graphe est au dessous
de l’asymptote car —% < 0.

. ) T+ 2 ) .
Etudions la fonction fi(x) = x4/ en —oo. Les étapes sont identiques au cas +0oo et
x

nous obtenons ainsi la méme expression pour x au voisinage de —oO :

file) =1 o ()

. Donc le graphe de f1 posséde aussi une asymptote d’équation y = x + 1 en —oo mais cette
fois-ci le graphe est au dessus de l’asymptote car —% est maintenant positif.

2) Etudions la fonction fo(x) = /(1 + 21‘)6% en +o0o. On écrit que :

1 1
x(142z) = |z[y/2+ o= (ﬂx)m

En posant u = % et remarquant que lorsque x — +oo, u — 0 nous déduisons que
1 u\ 3 1 /u 1 /u\2
Vitg=(rg) =1+5(5) -5(5) +
+2m +2 +2 > s \3 + u“e(u)

2
el/‘”:e“:1+u+%+u2€(u)

et

avec limy_,g €(u) = 0 (par abus de notation nous n’avons pas différencié les différentes fonctions
epsilons).
Donc

Vel + 2z)es = (V2x) (1 + 4i Lo 16(35)) (1 + % PRI 16(1)>

x 3222 x2 2¢2 22 'z

= (V) (14 2+ oo b ()

- _l’_ -
dr 3222 x
Ainsi pour x au voisinage de 400 on obtient :

5 23 1,1

= (=2 14+ = 4 =2 4~ (=

o) = (B (14 4 oo+ el

Donc le graphe de fo posséde une asymptote d’équation y = /2x + 2%/5 en +oo et le graphe est
au dessus de Uasymptote car —22= > 0.

16v2
Etudions maintenant fo(x) = \/2(1 + 2(17)6% en —oo. Cette fois nous avons :

1 1
Va(l+2z) zy/ + - (V2z) +os
Ainsi on obtient au voisinage de —oo on obtient :

folz) = —(v22) (1 bty ;e(i)>

Le graphe posséde aussi Uasymptote y = —/2x — 2%/5 en —oo et le graphe est au dessus de
’ 23
l"asymptote car BTV > 0 pour x < 0.
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3) Etudions la fonction f3(x) = en +00. On écrit que :

I <$+\/1+l‘2>
x

1
V1 2 val 2 ’x‘\/l‘f‘ﬁ 1
GRS L T Y s
€T T x

x

En posant u = % et remarquant que lorsque x — 400, u — 0 nous déduisons que

1
1+\/1+u2:1+1+§(u2)+u26(u2)
1
=2+ §u2 + ue(u?)

D’un autre coté, nous avons aussi

In(24+v) =In(2+0) + v+ ve(v)

1
(240)
Nous cherchons le développement limité d’une composition de fonctions donc il faut remplacer
dans Uéquation du dessus v par 3u® + u?e(u?).

(W) =In(2) + % <;u2 + ue(u 2)> + u?e(u?)

1 1 1
=In?2) + — + —e(—
0(2) + s + el

In

Nous avons donc une asymptote verticale y = In(2) car lim, f3 = In(2). Le graphe se situe au
dessus de l’asymptote car 7z > 0.

Exercice 13 (A faire entre vous).
0.5 Pour aller plus loin : ces exercices sont facultatifs et ne sont a faire que si les
précédents sont bien compris

Exercice 14. Indication : développer la fonction en 0 de deux maniéres, une des maniéres
utilisant la formule de Taylor-Young.

On mppelle le développement limité a l'ordre n en 0 de la fonction u — 1+u : ﬂ =14+u+
w4 ud 4 U+ ue(u) = Y g uF + ue(u) o, comme d’habitude, e(u) tend vers 0 quand
u tend vers 0. On obtient donc (en faisant u = —x*) le développement limité en 0 de f & lordre

In+2

fl@) = (D (=2 +a'e(x))
k=0

— Z(_l)kx4k+2 +x4n+26(w)
k=0
Par ailleurs, comme la fonction f est de classe C*°, on peut utiliser la formule de Taylor-
In+2
Young a tous ordres. Pour l'ordre 4n + 2, on a f(z Z f 4" e ().

Par unicité du développement limité, on a donc : sz ] s’écrit sous la forme j = 4k + 2,

(—1)F = % c’est-a-dire fAR2)(0) = (=1)F (4k + 2)! et si j ne s’écrit pas sous la forme

dk+2, 0= 12O cestg-dire f9)(0) = 0.
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Exercice 15. 1. L’énoncé est imprécis. On demande de montrer que arctanm%—arctan% =3

pour tous les x > 0.

Pour démontrer cela, on définit la fonction g : © — arctanx—l—arctan% sur]0, +00l. Elle est
clairement dérivable et on calcule ¢'(x) = ﬁ — W (;—21) = ﬁ - H% = 0. Comme

la dérivée de g est nulle sur lintervalle 10, 400], la fonction est constante sur |0, 4o00| et
vaut (par exemple) g(1) = 2arctan(1) = 7.

2. La formule de Taylor-Young dit que (x) : arctanz = x — %3 + zte(x) ou e(x) tend vers
0 quand = tend vers 0. En effet, arctan est de classe C° et on calcule les dérivées de

arctan jusqu’a l'ordre 3 en 0. On a successivement (arctan)’(z) = ﬁ, (arctan)”(x) =
ﬁ, (arctan)®)(z) = 2((13-fj:27)?7 ce qui donne (arctan)'(0) = 1, (arctan)”’(0) = 0 et
(arctan)®) (0) = —2. Comme la fonction arctan est impaire, on sait que ses dérivées d’ordre

pair s’annulent en 0 donc arctan(4)(0) = 0 (cette remarque permet d’éviter le calcul de la
dérivée 4ieme. D’ou la formule (x).

D’apres 1), on a : arctanz = § — arctan% pour tous les x > 0. Quand x tend vers 400,

1/x tend vers 0. On peut donc développer arctan% = % — % (%)3 + (%)46(%) et donc

; T 1+ 1 n 1 (1)
arctant = — — — + — + —¢(—
2 x 323 xt 'z

avec e(%) qui tend vers 0 quand x tend vers +oo.

3. On a le développement :

T
flz) = 22 (i—arctanx)

1 1 1 1

= (L gm T a))

B 11,1

= rogtael)

On ad _ ! L L  tend 0 d z tend
n a donc f(x)—x——?;—l—?e(;) avec 6(5) qui tend vers 0 quand x tend vers +o0.

Comme le second membre tend vers 0 quand x tend vers +oo, on en déduit que la courbe
représentative Cy de f est asymptote a la droite D d’équation y = x.

On a plus précisément f(z) —x = (L + Le(L)). Comme 52 + 1e(1)) tend vers —1/3
quand x tend vers +00, il en résulte que cette expression est < 0 pour x assez grand. Par
ailleurs, on a 1/x > 0. On a donc f(x) —x < 0 pour x assez grand. Il en résulte que Cy

est sous son asymptote D pour les x assez grands.

Exercice 16.
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