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TD6. Homotopies. Biholomorphismes.

Exercice 1. On se propose de donner une preuve topologique du théoreme de D’Alembert-

Gauss. Supposons donc qu’il existe un polynéme complexe P de degré n > 1 et ne s’annulant

pas. Quitte a diviser P par une constante, on suppose méme que le coefficient dominant de

P est 1.

(a) Pour R > 0, on parametre le cercle de centre R par yg(t) = Re*™ 0 <t < 1. Montrer
que le lacet P oy est homotope au lacet constant & P(0) dans C\{0}.

(b) Montrer que, pour R assez grand, P o yg est homotope au lacet 75 dans C\{0}.

¢) En déduire deux calculs contradictoires de I'indice de P o v par rapport a 0.
7.

Exercice 2. Soit v : [0,1] — C* un lacet.

(a) Montrer que 7 est homotope & o = v/|v| dans C*.

(b) Montrer qu’il existe une subdivision 0 =ty < t; < --- <ty = 1 de [0,1] telle que pour
0<k<N-—-1,0na J([tk,tk+1]) C D(O’(tk), 1)

(¢) Montrer que, pour 0 < k < N — 1, il existe des fonctions continues 0y : [tg,tr+1] = R
telles que '
— V€ [ty tey1], o(t) =D
— Org1(thg1) = Ok (trsr)-

(d) En déduire qu'il existe un entier n et une fonction continue 4 : [0,1] — R tels que pour
0<t<1,o(t)=e? et 6(1) = 6(0) + 2nm.

(e) Soit v, (t) = e*™* 0 <t < 1, un paramétrage du cercle parcouru n fois. Déduire de ce
qui précede que v est homotope & -, dans C*.

(f) Montrer que deux lacets de C* sont homotopes si et seulement si ils ont méme indice par
rapport a 0.

Exercice 3.
(a) Soit f une fonction holomorphe sur D(0,1) telle que f(0) = 0 et |f(2)] < 1 pour tout
z € D(0,1).
(i) Montrer que g : z — f(z)/z se prolonge en une fonction holomorphe sur D(0,1).
(ii) Montrer que, pour tout z € D(0,1), | f(2)| < |z|.
(iii) Montrer que |f'(0)| < 1.
(iv) Montrer que si |f’(0)] = 1, il existe un nombre A de module 1 tel que, pour tout
z € D(0,1), f(2) = Az.

(b) Montrer que les fonctions ¢, : z — 27 la] < 1, sont des biholomorphismes de D(0, 1),
—az

1
de réciproque ¢_,.

(¢) En déduire que tout biholomorphisme du disque unité est de la forme A@,, olt A est une
constante de module 1 et |a| < 1.



Exercice 4. Soit f : C — C un biholomorphisme tel que f(0) = 0.

(a) Montrer que g : z — f(1/z) est holomorphe sur C*, avec un poéle en 0 (on montrera que
les autres types de singularités contredisent les hypothéses).

(b) En déduire qu'il existe une constante ¢ et un entier naturel m tels que pour tout z € C,
lf(2)] < e(@+][2)™

(¢c) Montrer que f est un polynome.

(d) Quels sont les polynémes complexes bijectifs ?

(e) En déduire que les biholomorphismes de C sont de la forme z — az + 3, avec a € C* et
g ecC.

Exercice 5. Soit f une fonction holomorphe injective sur un ouvert contenant le disque
unité fermé de C.

(a) Calculer le déterminant jacobien de f (vue comme fonction R-différentiable sur un ouvert
de R?) en fonction de f’.

(b) Montrer que I'aire de f(D(0,1)) est au moins 7| f’(0)|* et caractériser 1’égalité.



