UNIVERSITE PIERRE & MARIE CURIE LICENCE DE MATHEMATIQUES L3
LM367 — ANALYSE COMPLEXE 1

TD2. Fonctions analytiques.
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Exercice 1. Montrer que g E W < 400 si et seulement si a > 2.
: : T ]
i=1 j=1

Exercice 2. Soit (¢;,)nen une suite de réels strictement positifs.
1

T = T c 1
(a) Montrer que lim,, ¢ < hrnn_wrooi

n

(b) En déduire que si L = lim L existe dans [0, +o0c], alors lim (cn)% =1L.
n—-+4oo Cpn, n—-+o0o

Exercice 3. Donner le rayon de convergence de la série entiere Z anz" quand :
n>1
e a, =logn ;
o a, =log(1l+sin(l/n)) ;
® ag, = a?P et Q2py1 = P 0<a< B

n!
.an:ﬁ;

(=1)p!

® dopt1 = 0 et azp = m

Exercice 4. Montrer que si a, = A,b, avec A, = O(n®), a € R, alors le rayon de
convergence de E an,z™ est supérieur a celui de E by 2".

Exercice 5.
(a) (Transformation d’Abel) Soient (up,)nen €t (U )nen deux suites de nombres complexes.
n

Pour n > m € N, on pose V, = Z v;. Montrer que, pour n > m, on a

i=m
n n—1
i n
§ uv; = E (ui — uit1)Vy, +un V.
i=m i=m

(b) Soit (¢n)nen une suite décroissante de réels positifs qui converge vers 0. Montrer que
la série chz" converge si |z| < 1 et z # 1 (indication: utiliser la transformation
d’Abel pour montrer que la série vérifie le critére de Cauchy).

Exercice 6. Donner le développement en série entiere des fonctions analytiques suivantes
au point demandé et donner le rayon de convergence de la série obtenue :

z
[ f(Z):men O,
e g(z) = P en 3;
e h(z)=e"en 1.

s -1 n+1
Exercice 7. Montrer que l'expression f(z) = E L(z — 1) définit une fonction
n

=1
f vérifiant 'équation e/*) = z sur le disque D(1,1).



Exercice 8.
(a) Déterminer les parties discrétes de C dans la liste suivante:

N7 Z? Q7 R7 A:{l/n, nEN*}, Z, AUN*,

(b) Déterminer les composantes connexes d’une partie discrete de C.

(¢) Montrer qu'un sous-ensemble discret et fermé de C intersecte chaque compact de C
en un nombre fini de points. En déduire qu'un tel sous-ensemble est de cardinal (au
plus) dénombrable.

Exercice 9.

(a) Déterminer les fonctions analytiques f sur D(0,1) qui vérifient f(1/n) = 1/n* pour
tout n € N*.

(b) Soit f une fonction analytique sur D(0,1). On suppose qu’il existe une suite de réels
distincts a,, dans [—1/2,1/2] tels que f(a,) € R pour tout n. Montrer que pour tout

z € D(0,1), f(2) = f(2).
(c¢) On suppose de plus que (ay,) est décroissante, converge vers 0 et vérifie f(agpt1) =
f(az2p) € R pour tout p. Montrer qu’alors f est constante (on pourra raisonner sur la

dérivée de f).

Exercice 10. Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence R et de somme
n>0
f(2). On se fixe un réel strictement positif r < R.

Lo NP S 2 2n
(a) Montrer que %/0 |f(re*)| d0:nz_%|an| e,

(b) En déduire que, pour tout n € N, |a;|r” < max |f(z)|. Montrer que s’il y a égalité
=r

|2l
pour un entier n, alors f(z) = a,2" pour tout |z| < R.
(¢) Montrer que si |f| est maximal en 0, alors f est constante.



