Exercice 1. Soit F' un corps de nombres. On pose A = Ap et Ay = []
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Panneau des adéles finis.
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Soit (/’); = [Torop Ou- Montrer que Ay ~ F Qp,. 6;

vt
Montrer que Ay = F' + U pour tout sous-groupe ouvert U de Ay.
Soit f : A — C une fonction continue telle que f(z + ¢) = f(z) pour tout

x € Aettout ( € Fet f(x+y) = f(xz) pour tout z € A et y € F,, v| oo.
Montrer que f est constante.

En déduire que A/F est connexe. Montrer que

Ag/Q ~ limR/nZ.

n

Exercice 2. 1. Montrer que Iy = Q*(R-¢ x Hp Z,). En déduire qu'un car-

actére continu de Ig/Q* a valeurs dans C* s’écrit de fagon unique sous la
forme

x(a) = lac|*xo(ay)
ou z = Caxayr avec ( € Q%, ag, € Rsg et ay € ]_[Z; avec s € C, xo9 =
@p X0,p OU Xo,p est trivial pour presque tout p. Montrer de plus que X, est
trivial sur un certain sous-groupe de la forme 1 + p“rZ,.

Montrer que X s’identifie & un caractére yn de (Z/NZ)* pour un N > 1 tel
que si g est premier & N alors xn (¢~ 1) = xo(1,...,1,¢,1,...) (ou ¢ figure
a la place g).

3. Soit F' un corps quadratique imaginaire. Montrer que si le nombre de classes
hp de F vaut 1, alors
Ip/F* ~ (C* x [ OF)/ur-
vto0
Que se passe-t-il si hp > 17
Exercice 3. Soit F' un corps de nombres, F' # Q. Soient vq,...,vq les places

infinies de F'. Montrer que pour tout , via le plongement diagonal,

OF (e n ka
k#i

est un sous-groupe dense.



Exercice 4. Soit L/K une extension finie de corps globaux.
1. Montrer qu’il existe un isomorphisme d’anneaux L Qx Ax ~ Ay.

On suppose désormais que 'extension L/K est galoisienne. Le groupe de Galois
Gal(L/K) agit sur A, en posant

o((Tp)v) = (0(Tg-1(v)))v-

Gal(L/K) _ 4

2. Montrer que A} Gal(L/K) _ Ik.

K et que I, = Ik
3. Soit ¢ : Gal(L/K) — L* une application vérifiant
Vo,7 € Gal(L/K), c(oT) = c(o)o(c(r)).
Montrer qu’il existe b € L™ tel que

Vo e Gal(L/K), c(o) =bo(b)~t

4. En déduire que (I1,/L*)GE/E) = [ /KX,
5. Montrer que (Ap, /L) /K = A /K.
Exercice 5. 1. Montrer que Q* n’est pas dense dans les idéles finies A;.

2. Montrer que I'image de SL2(Q) dans SLa(Ay) est dense.

A~

3. En déduire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GLa(Z), alors

GL(Q)\ GLa(As)/K ~ Q*\A¥/ det(K).



