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Exercice 1. Soit F un corps de nombres. On pose A “ AF et Af :“
ś1

v-8 Fv
l’anneau des adèles finis.

1. Soit yOF :“
ś

v-8Ov . Montrer que Af » F bOF
yOF .

2. Montrer que Af “ F ` U pour tout sous-groupe ouvert U de Af .

3. Soit f : A Ñ C une fonction continue telle que fpx ` ζq “ fpxq pour tout
x P A et tout ζ P F et fpx ` yq “ fpxq pour tout x P A et y P Fv , v| 8.
Montrer que f est constante.

4. En déduire que A{F est connexe. Montrer que

AQ{Q » lim
ÐÝ
n

R{nZ.

Exercice 2. 1. Montrer que IQ “ QˆpRą0 ˆ
ś

p Zˆp q. En déduire qu’un car-
actère continu de IQ{Qˆ à valeurs dans Cˆ s’écrit de façon unique sous la
forme

χpaq “ |a8|sχ0paf q

où x “ ζa8af avec ζ P Qˆ, a8 P Rą0 et af P
ś

Zˆp avec s P C, χ0 “
Â

p χ0,p où χ0,p est trivial pour presque tout p. Montrer de plus que χ0,p est
trivial sur un certain sous-groupe de la forme 1` pαpZp.

2. Montrer que χ0 s’identifie à un caractère χN de pZ{NZqˆ pour un N ě 1 tel
que si q est premier à N alors χN pq´1q “ χ0p1, . . . , 1, q, 1, . . . q (où q figure
à la place q).

3. Soit F un corps quadratique imaginaire. Montrer que si le nombre de classes
hF de F vaut 1, alors

IF {F
ˆ » pCˆ ˆ

ź

v-8
OˆFv

q{µF .

Que se passe-t-il si hF ą 1 ?

Exercice 3. Soit F un corps de nombres, F ‰ Q. Soient v1, . . . , vd les places
infinies de F . Montrer que pour tout i, via le plongement diagonal,

OF Ă
ź

k‰i

Fvk

est un sous-groupe dense.
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Exercice 4. Soit L{K une extension finie de corps globaux.

1. Montrer qu’il existe un isomorphisme d’anneaux LbK AK » AL.

On suppose désormais que l’extension L{K est galoisienne. Le groupe de Galois
GalpL{Kq agit sur AL en posant

σppxvqvq :“ pσpxσ´1pvqqqv.

2. Montrer que AGalpL{Kq
L “ AK et que IGalpL{Kq

L “ IK .

3. Soit c : GalpL{Kq Ñ Lˆ une application vérifiant

@σ, τ P GalpL{Kq, cpστq “ cpσqσpcpτqq.

Montrer qu’il existe b P Lˆ tel que

@σ P GalpL{Kq, cpσq “ bσpbq´1.

4. En déduire que pIL{LˆqGalpL{Kq “ IK{K
ˆ.

5. Montrer que pAL{LqGalpL{Kq “ AK{K .

Exercice 5. 1. Montrer que Qˆ n’est pas dense dans les idèles finies Aˆf .

2. Montrer que l’image de SL2pQq dans SL2pAf q est dense.

3. En déduire que si K est un sous-groupe ouvert compact de GL2ppZq, alors

GL2pQqzGL2pAf q{K » QˆzAˆf {detpKq.
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