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Echauffement

1. Soit |¨|p la valeur absolue p-adique sur Q. Quel est l’anneau de valuation
associé ? Quel est le corps résiduel ?

2. Montrer que tout corps local archimédien est R ou C.

3. Montrer que sur Qp, une suite punqn vérifie un Ñ 0 si et seulement si
ř

n un
converge. Dans quelle généralité est-ce vrai ? Trouver un exemple d’une suite
de rationnels telle que

ř

un converge dans Qp mais pas dans R.

4. Soit Qp une cloture algébrique de Qp. Montrer qu’il existe une unique exten-
sion de |.|p de Qp à Qp. Soit Zp “ tx P Qp| |x| ď 1u. Montrer que c’est un
anneau de valuation, mais pas un anneau de valuation discrete. Montrer que
Zp n’est pas compact, en déduire que Qp n’est pas localement compact.

5. Soit K un corps complet ultramétrique (de valuation non triviale). Montrer
que

(a) Une boule ouverte de K est à la fois ouverte et fermée.

(b) Une boule fermée de K de rayon non nul est à la fois ouverte et fermée.

(c) Une sphère de K de rayon non nul est à la fois ouverte et fermée.

(d) Tout element d’une boule ouverte en est le (un) centre.

(e) Tout triangle est isocèle.

Exercices

Exercice 1. Soit Fq un corps fini. Déterminer les valeurs absolues non triviales sur
FqpT q à équivalence près. A t’on une formule du produit ?

Exercice 2. Soit Fq un corps fini et soit P un polynôme irréductible de FqrT s. On
note |¨|P la valeur absolue P -adique de FqpT q. Montrer que le complété de FqpT q
pour cette valeur absolue est isomorphe au corps des séries de Laurent Fq1ppT qq pour
une puissance q1 de q. Déterminer son anneau d’entiers ainsi que son corps résiduel.

Exercice 3. On considère Zp Ă Qp. C’est un sous-groupe fermé, le groupe quo-
tient Qp{Zp est donc de façon naturelle un groupe topologique. Montrer que c’est
un groupe discret. Montrer que c’est un groupe de p-torsion puis le décrire explicite-
ment comme groupe abstrait (c’est-à-dire isomorphe à lim

ÝÑn
Z{pnZ).
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Exercice 4. Soit L{K une extension finie de corps. Montrer que si K est complet
pour une valeur absolue |¨|, et est localement compact, alors celle-ci admet une
extension unique à L donnée par |NL{Kp.q|. Est-ce vrai si K n’est pas complet ?

Exercice 5. Soit K un corps valué complet ultramétrique et soit OK son anneau
d’entiers.

1. Montrer que OK est un anneau intégralement clos.

2. Montrer que OK est local et de dimension de Krull égale à 1.

3. Montrer que la valeur absolue de K est discrète si et seulement si l’anneau
OK est noethérien.

4. Soit $ P OK un élément non nul et non inversible, montrer que OK est
un anneau $-adiquement complet, c’est-à-dire qu’il existe un isomorphisme
d’anneaux

OK » lim
ÐÝ
n

OK{p$
nq.

Exercice 6 (p-adic remarks). 1. Show that writing x “
ř

i aip
i P Qp, with ai P

t0, . . . , p ´ 1u we have x P Q if and only if the sequence paiqi is eventually
periodic.

2. Show that there exists a continuous surjection Zp ÝÑ r0, 1s. Is there a con-
tinuous surjection r0, 1s ÝÑ Zp ?

Exercice 7. Le but de cet exercice est de démontrer le théorème de Riesz : soitK un
corps local et soit V un espace de Banach sur K (c’est-à-dire un K-espace vectoriel
normé complet). Si V est localement compact, c’est un espace de dimension finie
sur K .

1. Soit λ : V Ñ K une forme linéaire et soit H “ kerλ. Montrer que λ est
continue si et seulement si H est fermé dans V .

2. Soit W Ă V un sous-K-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que W
est fermé dans V .

3. Montrer que V est localement compact si et seulement si la boule B “ tv P
V | ||v|| ď 1u est compacte.

4. Soit ε P |Kˆ|, ε ă 1. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie W Ă V tel que

B ĂW ` εB

où W “
řN

i“1Kxi. En déduire que B ĂW ` εmB pour tout m ě 1.

5. Conclure.

6. Soit |¨| une valeur absolue sur Q. Donner un exemple d’un espace de Banach
sur pQ, |¨|q contenant une droite non fermée.
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